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内 容 简介 

书 中 内 容 属于 解析 几何 的 范畴 ， 主 要 叙述 了 不 在 二 次 曲线 和 二 次 
曲面 范围 内 的 封闭 曲线 一 一 极 圆 和 空间 极 圆 曲面 “ 极 球 "， 以 及 对 称 的 
基本 概念 ， 它 是 现代 基础 数学 领域 中 还 没有 的 两 个 新 论点 。 书 中 分 别 
论述 了 极 圆 曲 线 和 空间 极 圆 曲面 和 对 称 的 基本 理论 、 几 何 性 质 和 相关 
的 理论 扩展 ， 对 极 圆 的 基本 概念 进行 了 较为 详细 的 论述 ， 对 极 圆 儿 何 
性 质 进 行 了 简明 论述 ， 对 相关 理论 进行 了 必要 的 扩展 和 延伸 。 

本 书 适 合 研究 基础 数学 理论 的 学 者 、 教 师 以 及 数学 爱好 者 等 参考 
使 用 。 对 于 那些 对 解析 几何 有 兴趣 的 大 学 生 和 其 他 读者 也 是 一 本 适宜 
的 读物 和 参考 书 。 


前 言 

我 们 在 学 生 时 期 就 学 过 平面 解析 几何 和 空间 解析 几何 ， 在 解析 几 

何 里 常见 的 曲线 和 曲面 是 二 次 曲线 和 二 次 曲面 ， 二 次 曲线 包括 圆锥 E 
线 ， 包括 圆 、 椭 圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 等 。 二 次 曲面 包括 球面 、 椭 球面 ， 
双 曲 面 、 抛 物 面 、 柱 面 、 锥 面 等 。 再 广泛 一 些 还 有 标准 正 态 分 布 曲线 
〈 高 斯 曲线 )、 玫 瑰 线 、 电 物 线 、 悬 链 线 、 回 旋 曲 线 、 渐 开 线 、 螺 线 、 
阿 基 米 德 螺 线 、 禾 舌 线 、 第 卡 儿 叶 形 线 、 营 叶 线 、 环 索 线 、 心 脏 
线 、 双 纽 线 、 摆 线 等 等 等 等 。 但 本 书 叙 述 的 不 是 这 些 曲线 ， 而 是 极 贺 
和 空间 极 圆 曲面 一 一 “ 极 球 "。 极 圆 是 在 平面 直角 坐标 系 内 的 封闭 曲线 ， 
它 与 椭圆 不 同 ， 不 一 定 是 二 次 曲线 ， 可 能 是 二 次 曲线 、 三 次 曲线 、 
次 曲线 ， 甚 至 是 八 次 曲线 等 ， 这 还 需要 进一步 的 研究 。 极 圆 曲 面 是 在 
空间 直角 坐标 系 内 ， 以 极 圆 曲 线 为 基本 曲线 而 构成 的 空间 曲面 ， 是 多 
个 定点 以 一 定 的 数学 关系 联系 起 来 ， 符 合 其 数学 关系 的 无 数 个 点 的 集 
合 构 成 的 曲面 。 这 类 曲线 和 曲面 包括 圆 、 椭 圆 、 球 面 、 椭 球面 等 ， 以 
及 超出 圆 、 椭 圆 、 球 面 、 李 球面 范围 的 更 加 广泛 的 曲面 范畴 。 文 章 所 
涉及 的 内 容 确实 不 是 偶 微 分 方程 等 高 等 尖端 数学 的 范畴 ， 但 它 是 现代 
基础 数学 领域 中 还 没有 的 新 理论 。 
本 书 分 为 两 个 主要 论 观点 一 一 极 圆 曲线 和 空间 极 圆 曲 面 ， 共 分 六 
章 ， 分 别论 述 了 极 圆 曲线 、 空 间 极 圆 曲面 的 基本 理论 、 几 何 性 质 和 相 
关 的 理论 扩展 ， 以 及 在 附录 中 的 对 称 概念 。 因 为 不 是 教材 ， 所 以 没有 
习题 等 内 容 。 基 本 理论 是 本 书 中 所 讲理 论 的 定义 部 分 ， 讲 述 了 极 圆 上 
线 、 空 间 极 圆 曲面 和 对 称 的 基本 概念 ， 基 本 形成 了 极 圆 曲线 的 概念 体 
系 。 几 何 性 质 部 分 是 站 在 极 圆 与 圆 、 椭 圆 相对 比 的 角度 ， 简 明 论 述 了 
极 圆 的 基本 几何 性 质 ， 提 出 了 几 个 定理 。 理 论 扩展 部 分 是 对 极 圆 曲 线 
和 空间 极 圆 曲面 概念 的 扩展 ， 叙 述 了 几 个 极 圆 的 特例 ， 并 且 扩 大 了 极 
圆 曲 线 和 空间 极 圆 曲面 的 理论 范围 ， 将 理论 引 向 复数 范畴 。 
本 书 内 容 还 很 不 规范 ， 显 得 有 些 零 乱 〈 毕 竟 是 新 理论 )， 还 需要 
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对 它 进 行 系统 化 的 分 类 整理 ， 逐 步 形 成 符合 极 圆 和 极 圆 曲 面 特点 的 理 


论 体系 。 
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第 1 草 极 圆 的 定义 


极 圆 是 在 平面 直角 坐标 系 内 ， 多 个 定点 以 一 定 的 数学 关系 联 
系 起 来 ， 符 合 其 数学 关系 的 无 数 个 点 的 集合 构成 的 封闭 曲线 。 这 
类 曲线 包括 圆 、 椭 圆 等 ， 以 及 超出 圆 与 椭圆 的 更 加 广泛 的 封闭 曲 


1.1 极 圆 的 定义 


定义 1: 平面 直角 坐标 系 内 ， 与 多 个 定点 0、 太 2………/ 
的 距离 の 、 の の 、 の み ……@, 的 和 等 于 常数 9 的 动 点 M(x， 力 的 轨迹 ， 
即 到 多 个 定点 及 、 太 、 甩 …… 距离 之 和 为 定 值 的 点 的 集合 称 为 
极 圆 。 这 些 定点 放 、 万 、 る …- 友 称 为 极 圆 的 极点 ， 极 点 坐标 为 
(2 の, Bo 有 (Qi BD le, の )…… ん (の 2): 关于 这 条 极 园 
线 的 所 有 极点 的 总 和 称 为 此 极 园 的 极点 序列 ， 用 及， 表示 ; | 
极 园 曲线 的 所 有 极点 序列 构成 的 集合 称 为 此 极 园 的 极点 集合 ， 用 
FE 门 : た 0, 1, 2.……7) 表 示 。 効 点 Mx， 辺 到 概 点 ん 万 、 
已 … 忆 的 距离 の 、 の の 、 の み の ……@, 称 为 极 距 。 常 数 & 称 为 极 圆 的 极 


如 图 1 是 5 个 极点 的 极 圆 ， 这 个 极 圆 是 一 个 封闭 曲线 ， 有 5 
个 与 曲线 相关 的 定点 及 、 有 万、 有 为、 为 、 有 及， 这 些 定点 到 曲线 上 动 
点 M(x， 力 的 连 线 分别 是 及 M、M、M、 妨 M、 甩 M， 这 些 连 
线 的 和 为 定 值 (常数 ) 2。 


M(x, y) 


へ 


Y= 


a 


1, 5 个 极点 的 极 

图 2 是 3 个 极点 的 极 圆 ，3 个 定点 加、 用、 如 到 曲线 上 动 点 

Mx, 用 的 连 线 分 别 是 万 4、 万 1 万 1M， 这 些 连 线 的 和 也 为 常数 
do 


4 
M (x, y) 


Y= 


图 2， 3 个 极点 的 极 
1.2 ” 极 圆 曲 线 方程 


a 


建立 汞 直角 坐标 系 ， 设 Mx, 用 是 极 圆 上 任意 一 点 ， 若 M(% 
月 点 与 万、 万 、 万 … 太 各 点 的 距离 的 和 等 于 9， 即 : 
グ の ニテ ニ グ の 。 寺 の 」 す …… キ の 〆 


an 


式 1-1 


则 极 圆 曲线 方程 为 : 


式 1-3 

式 1-1 中 : 

4 是 大 于 等 于 0 的 实数 ， 为 动 点 到 所 有 极 圆 极点 距离 

的 总 和 一 一 极 圆 极 直径 ; 

动 点 到 极点 距离 集 ( カ 、 忌 、 み .…… み ) 中 的 元 素 分 别 
是 曲线 上 点 M(% 力 到 各 个 极点 的 距离 , 四、 0.…..4 
A、 为 大 于 等 于 0 的 实数 。 


式 中 所 有 数 为 实数 。 
ty 
M(x, y) ty 
M(x, y) 
ノン 
于 x 
Fs(-1.5, 0) Fi(1.5, 0) 
图 3， 3 个 极点 的 极 圆 图 4， 3 极点 极 区 


极 圆 的 形状 是 多 种 多 样 的 , 可 以 有 类 似 椭 圆 扁 圆 特征 的 曲线 ， 
也 可 以 是 类 似 多 边 形 特 征 的 曲线 ， 有 拐点 的 类 似 梭 形 特征 的 曲线 
等 等 。 这 些 曲线 的 特征 都 是 与 极点 的 数量 和 极点 的 分 布 规律 相关 


联 的 。 如 图 3 是 3 个 极点 的 极 贺 ， 图 4 是 极点 关于 原点 对 称 的 3 
个 极点 极 圆 ， 图 5 是 关于 原点 对 称 的 4 个 极点 极 加 ， 图 6 也 是 关 
于 原点 对 称 的 3 个 极点 极 圆 等 。 


图 6， 3 极点 极 


画 


河 ] 


图 5， 4 极点 极 


1.3 极 圆 的 种 类 


圆 的 圆 点 数量 为 1， 椭圆 的 焦点 数量 为 2， 在 直角 坐标 系 中 
的 分 布 是 有 规律 的 ， 要 么 是 一 个 定点 ， 要 么 是 在 同一 条 直线 上 ; 
辐 或 椭圆 的 几何 特性 是 一 定 得 ， 是 已 经 被 广泛 认 知 的 ， 即 便 是 在 
三 维 坐标 系 内 ， 其 分 布 规律 仍然 是 简单 的 、 有 规律 的 。 但 是 极 圆 
的 极点 数量 可 以 超过 2 个 ， 那 么 必然 存在 极点 在 直角 坐标 系 中 的 
分 布 是 否 有 规律 的 问题 。 极 点 有 规律 的 分 布 ， 可 以 得 到 有 规律 的 
极 圆 曲 线 ; 极点 的 不 规律 分 布 ， 致 使 曲线 失去 规律 性 。 极 圆 的 极 
点 越 多 ， 曲 线 的 复杂 程度 越 高 ， 极 圆 的 极点 越 少 ， 曲 线 越 趋 于 规 
律 化 。 

依据 极 圆 的 对 称 规律 特性 , 把 极 圆 分 为 不 对 称 极 圆 、 正极 圆 、 
轴 对 称 极 圆 。 


1.3.1 不 对 称 极 臣 


不 对 称 极 圆 是 不 关于 任何 直线 和 任何 点 对 称 的 所 有 极 圆 的 总 
称 ， 简 称 极 圆 ， 不 对 称 极 圆 上 的 点 不 共有 对 称 性 ， 点 和 点 之 间 不 
相互 对 称 。 如 图 1、2、3 所 示 极 圆 都 是 不 对 称 极 圆 ， 它 们 没有 对 
称 轴 ， 曲 线 上 点 M(x， 力 没有 相应 的 对 称 点 。 


1.3.2 ”正极 圆 


定义 2: 平面 直角 坐标 系 内 ， 如 果 极 圆 曲线 上 点 以 坐标 系 原 

点 为 中 心 ， 既 关于 x 轴 对 称 ， 也 关于 了 轴 对 称 ， 也 关于 原点 对 称 
则 称 此 极 圆 为 正极 圆 。 
如 图 7(a] 所 示 基 7 极点 正极 圆 曲线 ， 极 点 有 重合 在 原点 上 ， 
是 这 个 正极 圆 的 中 点 ， 极 点 万、 为、 及 、 玉 在 x 轴 上 对 称 分 布 ， 
太 与 及 对 称 ， 及 与 及 对 称 ,以 原点 为 对 称 中 心 , 以 轴 为 对 称 
轴 ; 极点 肪 ， 所 在 上 轴 上 ， 并 以 原点 为 中 心 对 称 ， 以 x 轴 为 对 称 
轴 。 此 正极 圆 曲 线 是 关于 x 轴 和 了 轴 对 称 的 ， 同 时 关于 原点 对 称 ， 
图 7(b) 所 示 曲 袋 上 任意 点 Ax， 力 ， 因 为 曲线 关于 原点 对 称 
所 以 点 有 关于 原点 的 对 称 点 P(x - 力 ,关于 之 轴 的 对 称 点 及 (x% - 
月 ， 关 于 了 轴 的 对 称 点 朋 (-x, 力也 在 曲线 上 ， 所 以 此 曲线 同时 关 
千原 点 、x 細 、 ア 細 対 称 , 共有 4 个 点 相互 对 称 。 这 种 极 圆 曲 线 就 
是 正极 圆 曲 线 ,，x 轴 、> 轴 是 正极 圆 曲 线 的 对 称 轴 ， 正 极 圆 曲线 的 
对 称 中 心 是 原点 。 


面 


Po (x, y) 


(a) (b) 
图 7， 7 个 极点 的 正极 圆 


正极 圆 的 极点 不 一 定 必须 在 坐标 轴 上 。 如 图 8 所 示 是 4 极点 
正极 圆 曲线 ， 坐 标 原 点 上 没有 极点 ， 极 点 及、 肪 、 有 如、 及 在 4 个 
象限 内 , 万 与 及 对 称 , 轧 与 有 对 称 ,以 J 轴 为 对 称 轴 ; 三 与 及 
对 称 ， 万 与 肪 对称 ， 以 x 轴 为 对 称 轴 ; 万 与 肪 对 称 ,， 轧 与 肥 
对 称 ， 对 称 中 心 是 原点 ; 4 个 极点 及 、 肪 、 肪 、 反 是 共有 对 称 关 
系 的 。 这 个 正极 圆 曲 线 上 的 点 是 关于 x 轴 、y 轴 、 原 点 对 称 的 ， 
以 x 轴 、 轴 为 对 称 轴 ， 以 原点 为 对 称 中 心 的 。 


hy 
M(x,y) | 


y= 


图 8， 4 个 极点 的 正极 圆 ， 极 点 不 在 坐标 轴 上 


因为 上 述 正极 圆 是 关于 原点 对 称 的 ， 所 以 把 这 个 正极 圆 称 为 
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“标准 正极 圆 "， 把 对 称 中 心 没有 落 在 原点 的 正极 圆 称 为 “正极 圆 ” 
这 样 看 起 来 更 为 准确 。 


1.3.3” 轴 对 称 极 区 


定义 3: 平面 直角 坐标 系 内 ， 如 果 极 圆 曲 线 上 的 点 上 只 关于 一 
条 坐标 轴 对 称 则 称 此 极 圆 为 轴 对 称 极 圆 。 

如 图 9 所 示 是 4 极点 轴 对 称 极 圆 曲线 ,图 中 及 重合 在 原点 上 ， 
万 ， 玉 在 J 轴 上 对 称 分 布 ， 对 称 中 心 为 及， 以 x 轴 为 对 称 轴 ; 万 
在 x 轴 上 ， 没 有 关于 人 的 对 称 点 。 


だ 


图 9， 4 极点 轴 对 称 极 加 图 10， 4 极点 轴 对 称 极 圆 

此 轴 对 称 极 圆 曲 线 只 有 一 个 对 称 轴 ， 是 关于 x 轴 对 称 的 ， 

有 对 称 中 心 。 因 为 曲线 关于 x 轴 对 称 ， 所 以 任意 oe 
上 只 有 一 个 对 称 点 Pi(x，- 月 。 

图 10 所 示 是 4 个 极点 均 在 x 坐标 轴 上 的 轴 对 称 极 贺 ， 坐 标 
原点 上 有 极点 天, 极点 有 1 万 , 選 , 扩 均 在 x 轴 上 ,极点 而 ,PF4 
之 间 没 有 对 称 中 心 。 这 个 轴 对 称 极 圆 曲 线 以 x 轴 为 对 称 轴 ， 也 没 
有 对 称 中 心 。 


2.1 


极 圆 的 几何 性 质 与 椭圆 不 同 ， 顶 圆 是 落 在 * 王 =Z, アー ェ 2 组 
围 中 的 封闭 曲线 。 由 于 极 圆 极 点 数量 与 坐标 位 置 的 变 
化 ， 将 导致 极 圆 范 围 、 顶 点 、 离 心率 不 能 简单 的 参考 椭圆 来 衡量 


成 的 矩形 范 


AAA = 


第 2 草 


范围 、 顶 点 、 离 心率 


极 圆 的 几何 性 质 


它 ， 需 要 其 它 的 论证 来 阐述 它 ， 针 对 菜 一 个 特定 的 极 圆 分 别 去 讨 


于 极 圆 极点 位 置 有 自己 独 有 的 分 布 方式 ， 不 能 简单 地 判断 


心 和 半 轴 的 存在 ， 不 能 按照 顶 圆 的 方法 确定 极 圆 曲线 的 几 


论 它 。 

2.1.1 范围 与 顶点 
対称 ! 

何 范围 。 


图 11 所 示 是 一 个 不 对 称 3 极 圆 ， 它 的 儿 何 中 心 为 an 
bo])，P 点 是 直线 4B 与 直线 CD 的 交点 ， 直 线 4B 平 行 于 x 轴 ， 直 


线 CD 平行 于 y 轴 ; 曲线 最 高 点 与 最 低 点 到 直线 48 的 距离 相等 为 


5b， 曲线 最 左 点 与 最 右 点 到 直线 CD 的 距离 相等 为 a， 这 个 极 圆 在 


以 Aao，20) 为 中 心 的 zg、+5 范围 内 。 


但 是 , 这 个 极 圆 几何 中 心 Aao, 如 ) 的 确定 就 不 是 容易 的 事情 ， 


所 以 引入 “相对 几何 范围 "的 概念 ， 即 极 圆 相对 于 此 极 圆 一 个 极点 


的 儿 何 范围 。 对 于 图 
点 重合 ， 曲 线 最 高 点 到 x 轴 


所 ゴロ 


离 为 み , 曲 袋 最 右 点 到 # 
离 为 gp， 这 个 极 


DIX, -bsSysD1e 


定义 4: 已 知 一 极 圆 ， 以 重合 于 原点 的 一 个 极 圆 极 点 为 基准 ， 


线 最 高 点 轴 4 


11 所 示 3 极 圆 ， 它 的 一 个 极点 人 与 坐标 原 


的 距离 为 入， 曲线 最 低 点 到 * 轴 的 距 


由 的 距离 为 oy， 曲线 最 左 点 到 yy 轴 的 距 
圆 以 极点 及 (原点 ) 为 中 心 的 相对 几何 范围 为 :- 


标 参 数 与 0 的 差 为 , 0 与 曲线 最 低 点 了 上 轴 坐 


标 参数 的 差 为 ， 曲 线 最 右 点 x 轴 坐 标 参数 与 0 的 差 为 a/，0 与 
| 线 最 左 点 x 轴 坐 标 参数 的 差 为 a,， 那 么 ， 这 个 极 圆 以 基准 极点 
为 中 心 的 相对 几何 范围 为 : - の > こ ル さ の 1 ッ - ク < ルミ 。 


a hy a 
A a 


M(x,y) (di,b') 


图 11， 不 对 称 3 极 


回 


世 中 . 

曲线 最 高 点 坐标 (Qd1，P1) 为 上 顶点 , yy 轴 坐 标 参 数 为 py， 曲 线 
最低 点 学 酸 ( み , み ) 妨 下 項 点 , jy 轴 坐 标 参 数 为 み , 曲 仁 最 右 点 学 
标 (qi， a 为 右 顶 点 , * 轴 坐标 参数 为 gy， 曲线 最 左 点 坐标 (a,，c) 
为 左 顶点 ，x 轴 坐标 参数 为 必 ， 此 极 圆 以 坐标 原点 为 中 心 的 相对 
儿 何 范围 为 : - の ss21, - ん < に 21 。 

对 于 正极 圆 ， 由 于 极点 位 置 有 规律 分 布 ， 有 对 称 中 心 ， 极 点 
数量 较 少 的 正极 圆 还 有 明确 的 半 轴 【极点 数量 很 多 的 正极 圆 形状 
和 特性 另行 讨论 )， 可 以 参考 椭圆 方法 确定 极 圆 曲线 的 几何 范围 。 


Pi(c,0) 


Ai l(a, 0) 


B2(0, -b) 


图 12， 正 3 极 圆 


对 于 正极 圆 曲线 来 说 , 曲线 和 对 称 轴 的 交点 是 正极 圆 的 顶点 ， 
如 图 12 所 示 是 一 个 正 3 极 圆 ， 它 的 一 个 极点 及 (0，0) 为 曲线 的 
几何 中 心 ， 并 与 原点 重合 ， 另 外 两 个 极点 在 之 轴 上 对 称 分 布 ， 坐 
标 为 万 (c，0) 和 态 (-ce，0)， 以 肪 (0，0) 为 对 称 中 心 。 

今 * 王 0, 可以 得 到 ーー ェ ム , 点 万 (0, 用 、 忆 (0，- 力 是 正极 圆 
| 线 与 y 轴 的 两 个 交点 ， 是 正极 圆 曲 线 的 y 轴 顶点 ; 念 ア テ 0, 得 
メー ェ +g, 点 4(a，0)、4 妨 (-a，0) 是 正极 圆 曲 线 与 x 轴 的 两 个 交点 ， 
是 正极 圆 曲 线 的 x 轴 顶 点 。 曲 线 共 有 四 个 顶点 Ai(a, 0)、 4(-a 0)、 
(0, の 、 必 (0, - の 。4.4 是 正极 圆 曲线 的 a 轴 ，a 轴 长 为 2Z 
记忆 是 正极 圆 曲 线 的 5 轴 , 5 轴 长 为 25,。 a 是 曲线 的 a 轴 半 轴 长 ， 
bp 是 曲线 的 5 轴 半 轴 长 。 这 个 极 圆 在 以 及 (0，0) 为 中 心 的 zg、+5 
范围 内 。 它 的 相对 几何 范围 与 原点 几何 范围 相同 ， 为 : -csx<c，- 
D<J<D。 


2.1.2 ”离心 率 


对 于 极 圆 曲 线 没有 确定 的 离心 率 ， 即 使 是 正极 圆 曲线 ， 由 于 


概 点 数 量 的 不同 , 概 点 分 布 的 不同 , 可能 


有 离心 现象 。 如 图 8 正 4 极 圆 
有 离心 现象 。 


图 13， 正 5 极 圆 没有 


而 对 于 具有 离心 现象 的 正极 圆 曲线 ， 需 要 根据 此 极 
出 相应 的 离心 率 方程 ， 也 就 是 说 ， 极 点 数量 不 同 的 1 
的 离心 率 不 同 ; 极点 数量 相同 ， 极 点 4 
线 的 离心 率 也 不 同 。 图 12 所 示 正 3 极 区 


正 7 极 圆 的 6 个 极点 在 同一 加 


a 


了 离心 现象 ， 也 可 能 没 
I 线 、 图 13 正 5 极 圆 曲 线 等 就 没 


圆 曲 线 得 
， 曲 线 
M 曲 


一 极点 与 原点 重合 , 此 正 7 极 圆 没有 离心 率 ; 图 15 正 7 极 圆 
中 心 对 称 分 布 ，2 个 极点 在 jy 轴 
以 原点 为 中 心 对 称 分 布 ， 男 一 极点 与 原点 


个 极点 在 x 轴 上 ， 并 以 原点 为 


心率 。 


| 线 有 离心 率 ;但 是 图 14 
心 对 称 分 布 ， 另 
的 4 


| 


圆 有 离 


需要 针对 某 一 个 特定 的 正极 
称 性 极 


14， 


正 7 极 圆 没有 


离心 率 的 状况 


由 此 可 见 ,正极 贺 


的 最 好 。) 


2.2 


极 


对 称 性 


加 的 对 称 性 有 轴 


人 


线 是 只 关于 
于 两 条 坐标 第 
对 称 极 


条 坐标 四 


对 称 的 。 


回 | 


対称 的 ; 
1 线 、 正 极 贺 
一 坐标 轴 和 原点 对 称 的 ， 即 在 对 称 坐 标 多 


离心 率 不 能 简单 的 像 椭 


极 圆 极点 ， 那 么 在 此 对 称 坐 标 凶 
上 也 有 一 个 ， 并 且 只 有 一 个 极 圆 


| 线 的 
念 。 对 于 轴 对 称 极 
个 极 圆 极 点 五 存在 ,那么 如 
只 有 一 个 极点 及 存在; 如 图 9 轴 对 称 4 极 
关于 这 坐标 划 


区 


圆 离心 率 那 
圆 分 别 去 讨论 它 。 轴 对 称 极 
圆 就 不 能 去 讨论 离心 率 了 。( 如 果 有 讨论 的 依据 , 还 是 讨论 


加 有 离心 率 的 状况 


计算 ， 
圆 和 无 对 


寺 称 和 原点 对 称 两 种 状态 ， 轴 对 称 极 圆 曲 


正极 


极点 与 之 对 称 存 在 。 


极点 数量 和 极点 坐标 关于 坐标 轴 对 称 和 原点 对 


圆 曲 线 ， 如 果 在 极 


圆 曲线 是 关于 原点 对 称 ， 关 
并 且 它 们 的 极点 也 有 相同 的 对 称 规律 。 轴 
曲线 的 极点 数量 和 极点 坐标 ， 也 是 关于 同 
或 对 称 点 的 一 侧 有 
和 对 称 点 另 一 侧 的 完全 对 称 位 置 


全 


这 就 是 极 圆 
称 的 基本 概 


圆 对 称 坐 标 x 轴 


的 一 侧 有 


E xX 坐标 轴 男 一 侧 的 对 称 位 置 上 有 


加 所 示 ， 


对 称 。 对 于 正极 圆 曲线 ， 如 果 在 一 象限 
圆 极点 五 存在 , 那么 在 相对 象限 内 ， 原 点 另 一 侧 的 对 


个 ， 
极点 万 与 及 
内 有 一 个 极 


称 位 置 上 有 
12 


一 个 ， 且 只 有 一 个 极点 存在 : 如 网 14 正 7 极 圆 所 示 ， 极 点 万 
与 及 是 关于 原点 对 称 ， 忆 与 有 是 关于 x 坐标 轴 对 称 ,及 与 局 


是 关于 了 坐标 生 


轴 上 的 极点 有 万、 及 ， 不 是 关于 


所 以 是 两 点 相互 关 寺 


F 原 点 対称 。 


本 邊 対称 , 


対称 的 , 4 个 极点 相互 关于 原点 对 称 ; 対す 


F4 


标 
是 关于 原点 对 称 的 ， 


定理 1: 如 果 极 圆 的 所 有 极点 都 在 同一 坐标 轴 上 ， 那 么 这 个 


漳 


圆 曲线 上 点 是 关于 此 坐标 


I 
円 


此 极 圆 曲线 是 关于 这 一 坐标 轴 对 称 的 。 


定型 
必然 是 轴 对 称 极 
证 明 : 
己 知 条 件 : 
一 个 极 圆 
分 析 : 
取 极 圆 
极 圆 曲线 | 


点 了 关于 4 


1 


人 | o 


设 : 


曲线 上 任意 一 点 到 极 
み ), 点 到 极 圆 
加 所 有 极点 的 距离 集 为 VQ。 
圆 方程 的 简化 形式 : 


极 


d= d+A+ 


E 1 说 明 ; 极 圆 


连 线 PO 垂直 于 


FEF 点 也 是 关于 
& 标 轴 
轴 的 距离 与 点 书 到 多 


F4 


的 所 有 极点 都 在 同一 坐标 轴 


对 称 的 ， 这 个 极 圆 是 轴 对 称 极 圆 ， 


的 所 有 极点 在 同一 坐标 轴 上 时 ， 这 个 极 圆 


上 一 点 P， 如 果 极 圆 的 所 有 极点 都 在 坐标 轴 上 ， 


的 对 称 点 C 必然 在 | 
E 标 轴 的 距离 相等 ， 


F4 


标 轴 。 


E 标 轴 对 称 的 


这 一 结果 成 立 ， 那 么 


由 线 上 ; 则 点 C 到 坐标 


圆 所 有 极点 的 昌 
所 有 极点 的 距离 集 为 VP, 点 @ 到 极 


开 且 点 0 与 点 的 


E 高 集 力 /( み ゐ の 、@、 


式 2-1 


式 2-1 中 の 、 の 、 の PHHLLH 〆 赴 9 上 点 了 到 各 个 


极点 距离 集 的 元素 : 


作 图 16: 


i。 以 x 坐标 轴 为 对 称 轴 作 轴 对 称 极 圆 曲线 ， 曲 
线 被 x 坐标 轴 平 分 为 对 称 的 两 部 分 ; 
ii 取 曲 线 上 一 点 C， 取 极点 及 局 作为 证 明基 


本 极点 ; 


ii 作 点 书 与 极点 的 達生 PP 点 与 极点 万 
的 连 线 PH，PE、Ph 是 对 应 式 2-1 中 曲线 上 点 
到 各 个 极点 距离 集 クー (四 、 四 、 双 .0,) 的 相 


应 元 素 ; 


T= 


图 16 


iv. 作 点 与 x 坐标 轴 的 牌 线 Z あ , 延 代 垂 袋 PB 
到 CO， 使 0B8==PB; 
V， 作 点 0 与 极点 的 连 线 GF， 点 0 与 极点 万 


的 连 线 の 7: 


判断 : 

如 果 能 够 判断 曲线 上 点 0 到 所 有 极点 的 距离 等 于 曲线 上 
点 了 到 所 有 相应 极点 的 距离 ， 即 距离 集 = (の 、@ の 、 
のみ .…… の ) 与 距离 集 の 2=ー (4、 乙 、 み の.…… み ) 相等 ， 那 么 
就 可 以 依据 式 2-1 确定 点 8 在 曲线 上 是 成 立 的 , 即 证 明 WO 
三 VP 二 V 束 证 明了 定理 1 的 成立 。 

UE: 


图 16 中 ， 因 为 2 垂直 于 y 轴 ， 所 以 AZ 是 直角 三 角 
形 ， 同 理 ，ACZ 也 是 直角 三 角形 ; 且 OPB，BF 为 共 
有 线 。 

根据 三 角形 定理 一 一 如 果 两 个 三 角形 的 一 个 角 相 等 ， 两 
条 临 边 相等 , 那么 这 两 个 三 角形 全 等 。 八 PBF 的 两 条 边 PB 
BF 的 夹 角 为 直角 ， 等 于 人 QBF 的 两 条 边 0B8、BL 的 夹 角 。 
BA=BF，PB=QB， 所 以 八 PBF 与 人 GBF 是 全 等 三 角形 ， 
と の Z。 同 理 , 人 へ ZZ 与 人 OBF 也 是 全 等 三 角形 ，A 二 
QF。 
因此 ， 点 0 与 极点 五 的 连 线 QF， 点 0 与 极点 有 的 连 线 
QF, se 2-1 中 曲线 上 对 称 点 0 到 各 个 极点 距离 集 WO 

(る 、 乙 、 み の …… み ) 的 相应 元 素 。 
MM UP= (四 の の.… の ) 的 元 素 与 距 记 
デ (の 、d み d、@.……@,) 的 元 素 对 应 相等 ， 所 以 
ー の の ウーム の 。 

故 0 是 这 个 极 圆 曲线 上 的 点 ， 定 理 1 成 立 。 


mm [所 
| | 
1! 


图 17 所 示 是 4 极点 轴 对 称 极 圆 。 
这 个 极 圆 在 坐标 原点 上 有 极点 肪 ， 极 点 万 ， 肪 ， 肪 ， 及 均 在 
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x 有利 上 ， 


是 关于 x 轴 对 称 。 但 这 个 轴 对 称 极 圆 曲 线 不 是 椭圆 ， 不 具有 椭圆 
的 几何 特性 ， 对 于 原点 与 轴 是 不 对 称 。 


极点 万 ， 肪 ， 妨 ， 有 i 之 间 没 有 对 称 中心 ， 有 一 个 对 称 轴 ， 


图 17, 轴 对 称 4 极 圆 , 极点 在 x 坐标 轴 
上 不 均匀 分 布 ， 曲 线 关于 x 轴 对 称 


定理 2: 极 圆 所 有 极点 数量 和 极点 坐标 是 关于 同一 坐标 轴 对 
称 分 布 的 ， 那 么 这 个 极 圆 曲 线 上 点 是 关于 此 坐标 轴 对 称 的 ， 此 极 


圆 曲线 是 关于 坐标 轴 对 称 的 。 


デラ 


人 契 1 


理 2 说 明了 轴 对 称 极 圆 所 有 坐标 轴 外 的 极点 ， 均 是 在 同一 
坐标 轴 两 侧 成 对 对 称 存在 的 。 


证 明 : 


已 知 条 件 : 
一 个 极 圆 所 有 的 极点 数量 和 极点 坐标 是 关于 坐标 轴 对 


称 。 
分 析 1: 


极 圆 所 有 极点 数量 和 极点 坐标 是 关于 坐标 轴 对 称 分 布 
的 ， 这 里 极点 可 以 划分 为 两 种 情况 : 

i， 极 圆 的 部 分 极点 在 坐标 轴 上 。 依 据 定理 1, 

可 证 明 曲 线 上 两 个 对 称 点 因为 这 些 极点 而 形成 坐 


标 轴 对 称 关 系 。 
ii， 极 圆 的 其 余 极 点 在 


坐标 轴 


两 侧 ， 且 极点 数量 
和 极点 坐标 关于 这 条 坐标 轴 是 对 称 的 ， 这 些 极点 


在 坐标 轴 两 侧 两 两 对 称 存在 ， 有 一 极点 / 就 有 


个 且 仅 有 一 个 对 称 极点 存在 。 


分 析 2: 


取 极 圆 上 一 点 の , 如果 4 
极点 坐标 是 关于 坐标 轴 对 称 上 


E 标 轴 外 的 所 有 极点 ， 
的 ， 极 圆 


其 数量 和 
由 线 上 点 也 是 关于 坐 


标 轴 对 称 的 这 一 结果 成 立 ， 那 么 点 P 关 于 坐标 轴 的 对 称 点 


C 必 然 在 曲线 上 。 点 @C 到 x 坐 标 轴 的 昌 


E 离 与 点 了 到 x 坐标 


轴 的 距离 相等 ， 并 且 点 8 与 点 的 连 线 PO 垂直 于 x 坐标 


轴 。 


设 ; 


这 个 极 圆 有 w 个 极点 在 x 坐标 轴 


上 ， 有 WW 个 极点 在 x 


坐标 轴 的 一 侧 , 有 个 极点 对 称 分 布 在 x 坐标 轴 的 男 一 侧 ， 


这 样 ， 曲 线 上 的 点 到 极 
坐标 轴 上 w 个 极点 的 距 
坐标 轴 上 WM 个 极点 的 距 


加 所 有 极点 的 器 
离 集 为 VU， 到 x 坐标 轴 
到 x 坐标 轴 男 一 侧 不 


E 离 集 为 V4， 到 x 
一 侧 不 在 


在 坐标 轴 上 M 个 对 称 极点 的 距离 集 为 VE。 
点 了 到 极 圆 所 有 极点 的 距离 集 为 VP9， 到 x 坐标 轴 上 w 


个 极点 的 距离 集 为 VPx， 
个 极点 的 距离 集 为 OZZ, 


到 Xx 坐标 轴 


一 侧 不 在 坐标 轴 上 AM/ 


点 了 到 x 坐标 轴 


轴 上 WM 个 对 称 极点 的 距离 集 为 ZZ。 
点 8 到 极 贺 所 有 极点 的 距离 集 为 22, 到 x 坐标 轴 上 w 


个 极点 的 距离 集 为 VQx， 


个 极点 的 距离 集 为 V0F， 到 x 坐标 轴 


另 一 侧 不 在 坐标 


到 x4 


标 轴 一 侧 不 在 匀 


E 标 轴 上 MY 


WM 个 对 称 极点 的 距离 集 为 2Z。 


婦 ー 側 不在 4 


人 标 轴 上 


极 圆 方程 的 简化 形式 为 : 


式 2-2 


将 式 2-2 中 距离 集 2ー (る 、 乙 、 の …… の ) 分 成 三 部 分 : 
一 部 分 是 曲线 上 点 到 x 坐标 轴 上 w 个 极点 的 中 


高 集 UX= (dy A 、Ce CQ) 


一 部 分 是 曲线 上 点 到 yx 坐标 轴 一 侧 不 在 坐标 轴 


上 1 个 极点 的 距离 集 = ( 折 、 听 、C6 06 ) 
一 部 分 是 曲线 上 点 到 x 坐标 轴 另 一 侧 不 在 坐标 


pA 


得 到 方程 式 如 


イノ! 


d= A + A + 十 人 


式 2-4.1 


式 2-4.2 


轴 上 1 个 对 称 极 点 的 距离 集 0 ゲ f= (des、de,、 


+ + A + +d/, +de +ade 


式 2-3 
UA= Uk+ UF+UE 
の ZZ = UPr + UPF + UPE 


の の /= の の r+ UOF+ UOE 


式 2-4.3 


差分 列 成 立 的 。 


这 样 ， 只 要 证 明 点 C 确 实在 极 园 曲线 上 ， 就 可 以 证 


线 是 轴 对 称 的 。 
作 图 18: 


i， 以 x 坐标 轴 为 对 称 轴 ， 以 极 圆 所 有 极点 按照 


其 数量 和 极点 坐标 是 关于 坐标 轴 对 称 分 布 的 原则 
作 极 圆 曲 线 ， 曲 线 被 了 坐标 轴 平 分 为 两 部 分 ; 
ii， 取 极点 和 它 的 对 称 极点 8 作为 证 明基 本 极 


ハ い 


>4 


连 线 三 垂直 于 > 


作 极 点 与 极点 的 连 线 FB8，JE 与 x 坐标 
轴 的 交点 为 0， 因 为 极点 与 是 关于 x 坐标 轴 
称 的 , 则 极点 到 x 化 标 轴 的 距离 ZO 与 极点 及 
到 xx 伦 标 轴 的 距离 £0 相等， 并 且 点 与 点 的 
坐标 轴 ; 


iii， 取 曲线 上 一 点 已 作 点 2 与 极点 的 连 线 が 


点 与 极点 的 连 线 PB，PF 是 对 应 式 2-3 中 


线 上 点 了 到 x 坐标 轴 一 侧 不 在 坐标 轴 上 的 个 极 
点 距离 集 VPF 二 《9h、4f、06……4f,) 的 相应 元 
素 , 即 の ZZー/ の が PE 是 对 应 式 2-3 中 曲线 上 点 己 


到 > 坐标 轴 另 一 侧 不 在 坐标 轴 上 的 个 极点 距离 


即 VPE= UE: 
iv. 作 点 与 x 村 


E 标 轴 


到 QO， 使 08 一 PB 
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集 PE= (dey、 de,、 de;......de,,) 的 相应 元 素 ， 


的 垂 线 あ , 延 表 垂 袋 PB 


Vv， 作 点 了 与 三 的 重 线 PB， 交点 为 4; 
vi. 作 点 C 与 极点 严 的 连 线 の, 点 0 与 极点 到 


的 连 线 QZ: 


vii， 作 点 8 与 三 的 垂 线 0C， 交 点 为 C; 


エエ 


明 曲 


で 
Tx 


判断 : 

如 果 能 够 判断 曲线 上 点 0 到 所 有 极点 的 距离 之 和 ,等 于 
曲线 上 点 乙 到 所 有 相应 极点 的 距离 之 和 ， 那 么 就 可 以 依据 
式 2-3 确定 点 0 在 曲线 上 ， 式 2-4.1、 式 2-4.2、 式 2-4.3 
就 是 成 立 的 ， 即 可 证 明 集 合 00d= の ZZー 7 UQx=UPx= 
Ux, UOF=UPF=UF, UOQE=UPE=UOE, 就 天明 了 定 理 2 
证 : 

根据 定理 1， 可 以 证 明 C 点 到 坐标 轴 上 极点 的 距离 集 
Ur= (dos Wy Do dE) 的 元 素 ， 与 P 点 到 + 坐标 
轴 上 对 应 极点 的 距离 集 VPx== (2 、Z の の dk dk 的 
元 素 对 应 相等 ， 所 以 距离 集 VQx 二 VPx 二 Ux (过 程 略 )。 

图 18 中， 因为 刀 垂 南 十 FE8，0QC 冬 直 于 区 , Z の 垂 詞 
于 Y 轴 ， 三 也 垂直 于 XY 轴 ， 所 以 ，POC4 是 矩形 ， 所 以 74 
二 QC; 又 因为 Z ァ アー の 所以 40= の 0C。 
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2.3 正极 圆 的 多 轴 对 称 性 


因为 7 ワウ =Z の , 日 4Z 王 7 の 242 CE=E0-C0, 所以: AF 
=CE。 
因为 46 一 50O+40，C 一 0O+CO， 所 以 : Ag=CF。 
因为 BM 和 CC 垂直 于 8B, 所 以 和 PAF 和 八 PAE 是 直角 三 
角形 ， 同 理 人 入 GCF 和 和信 8CB8 也 是 直角 三 角形 。 根 据 三 角形 
定理 一 一 如 果 两 个 三 角形 的 一 个 角 相 等 ， 两 条 临 边 相 等 ， 
那么 这 两 个 三 角形 全 等 。 八 PB4E 的 两 条 边 PL、AE 的 夹 角 
为 直角 , 等 于 信 0CF 的 两 条 边 QC、 的 来 角 。 4 一 の PA 
二 QC， 所 以 人 P48 与信 CF 是 全 等 三 角形 ， 所 以 の の 
司 理 ， 信 P48 与 人 CF 也 是 全 等 三 角形 ，PA== QE。 
为 此 ,点 8 与 极点 的 连 线 0 点 0 与 极点 5 的 连 线 QF 
同样 是 式 〈6) 中 曲线 上 对 称 点 0 到 对 应 x 坐标 轴 两 侧 各 
个 极点 的 距离 集 VQOF (dh、 df 、 df6……df;,) 和 VQF (が 、 
Qh、0h……Qfy) 的 相应 元 素 ; 
因为 距离 集 27 ( 听 、 听 、 听 .dg ) 的 元 素 与 距离 
集 7Z7( が 、 df の … の 的 元素 対応 相 等 , 97(26.、 ce 
ge.… の g。) 的 元 素 与 VPE (dB 、 吧 、 吧 .de ) 的 元素 
対応 相 等 , 所 以 距离 集 ZZ 一 2 万 の ZZ。 已 知 距离 
集 Pr=UF, の ZZー/ グ の メー の テル, 所以 VOF= の ZZ 
=VF, VOE= VPE= VE， 得 VQx= VPx= Ux 

故 0 是 这 个 极 圆 曲线 上 的 点 ， 定 理 2 成立 。 


正极 圆 还 


此 曲线 上 点 是 关于 原点 对 称 的 ， 同 时 也 关于 x 轴 和 jy 轴 对 称 ，3 


正极 圆 是 关于 原点 对 称 ， 也 是 关于 x 轴 和 jy 轴 对 称 的 。 但 是 


能 够 关于 数 条 不 同 角 度 的 直线 对 称 。 如 图 19 正 7 极 圆 ， 


且 关 于 多 条 直线 对 称 ， 即 关于 图 上 所 示 对 称 线 1、 对 称 线 2、 対 


称 尔 线 3、 


对 称 线 4 对 称 。 
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的 对 称 点 是 4,(x， 


图 19 中 正 7 极 
ble BY 人 る に 


圆 曲 线 ， 极 点 坐标 分 别 是 万 (0，0)、 五 (2c 0)、 
39、 Fil-2c 0)\ Fol-c -9 Ac - 
59。 概 岡上 点 4(x， 思 关于 原点 对 称 ， 就 是 说 既 关 于 站 轴 对 


-月 ’ 关于 原 


此 极 圆 不 仅 只 关于 x 轴 


的 对 称 点 是 4(- ャ 辺 , 关于 x 轴 
点 的 对 称 点 是 4(- ャ -) 。 但 是 ， 


、 少 轴 对 称 ， 还 存在 男 外 4 条 对 称 线 一 一 


对 称 线 1、 对 称 线 2、 对 称 线 3、 对 称 线 4; 概 岡 上 点 4(x, 用 


于 对 称 线 1 的 对 称 点 是 44, 关于 对 称 线 2 的 对 称 点 是 4， 关于 对 
称 线 3 的 对 称 点 是 46， 关 于 对 称 线 4 的 对 称 点 是 4;。 由 此 可 见 


这 个 极 圆 是 关于 原点 对 称 的 ， 同 时 关于 x 轴 、y 轴 、 对 称 线 1、 对 


称 线 2、 对 称 线 3、 对 称 线 4 対称 的 , 共有 7 个 对 称 点 与 4(x, 力 


对 称 。 


对 称 线 方程 


イ 


式 为 : 
=0 


y=0 


xX 轴 对 称 
ア 条 対称 
対称 袋 1 対称 
対称 袋 2 対称 


対称 袋 3 対称 
对 称 线 4 対称 


原点 对 称 
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对 称 线 4 4。 | 对 称 线 1 


对 称 线 3 对 称 线 2 
Ai(-x, y) Alx,y) 
1 1 x 
As(-x, -y) AzG, -y) 


图 19， 正 7 极 圆 关于 原点 和 另外 6 条 直线 对 称 


因此 这 个 正 7 极 圆 完整 的 方程 式 为 : 


d= Vr + yp? 十 V(r 2c ア + ア 十 (z= cf 十 b- vc 十 V+ c) 十 し - V3c) 


+ V+ 2c ア ォ ッ タキ V+ cf + br V3c) + yr- cy + + y3c げ 


式 2-5 
其 对 称 线 方程 为 : 
ォ +=0 ァ 特 対称 
y=0 ア 箇 対称 
=z 対称 袋 1 対称 
時 ユエ 対称 袋 2 対称 


Si 对 称 线 3 対称 


1 対称 袋 4 対称 


ィ ニ テア = テ 0 原点 対称 


极 圆 极 直径 

同样 ， 对 于 图 20 正 5 极 圆 ， 曲 线 是 原点 对 称 的 ， 同 时 还 有 4 
条 对 称 线 。 
这 个 正 5 极 圆 完 整 的 方程 式 为 : 


d= ty ty rt + tr ty rt te ェ (G+ + 
式 2-6 
式 2-6 中 cc 为 极点 Fi、F2、F3、F 到 原点 的 距离 。 


图 20， 正 5 极 圆 关于 原点 和 另外 4 条 直线 对 称 
对 称 线 方程 : 
+=0 x 轴 对 称 
ァ =0 ア 特 対称 
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対称 袋 1 对 


アニ アイ 
称 
アニ ー エ 対称 袋 2 
対称 
ェ ニ アァ =0 原点 対称 
d=2c+2Va ste’ 
极 圆 极 直径 


2.4 员 


辐 是 椭圆 的 特殊 情况 ， 如 果 一 个 椭圆 的 两 个 焦点 
个 椭圆 是 圆 。 另 一 方面 ， 圆 也 是 极 圆 的 特殊 状态 ， 无 论 极 圆 的 极 
点 有 多 少 个 ， 如 果 这 个 极 圆 所 有 的 极点 重合 为 一 点 ， 或 者 这 个 极 
加 的 极点 数量 为 1， 那么 ， 这 个 极 圆 同 样 也 是 圆 。 如 图 21， 是 一 


个 有 6 个 极点 的 极 圆 ， 它 们 的 6 个 极点 重合 于 坐标 系 原 点 ， 这 个 
极 圆 是 圆 。 


M(x, y) 


3 


图 21， 极 点 重合 于 原点 的 6 个 极点 正极 
圆 ， 圆 心 在 极点 上 ， 
25 


加 
Pn 


定理 3: 所 有 极点 重合 于 一 点 的 极 


加 半径 为 ne 

证 明 : 
已 知 : 一 个 极 圆 的 所 有 极点 重合 于 坐标 系 原 点 。 
因此 : 曲线 上 点 Mx, 轧 到 所 有 极点 的 距离 相等 。 
依据 极 圆 曲线 方程 


d= i++ 7 
可 知 : 
の ニタ 。= グ の = ェ ー…… グ 
所 以 极 圆 曲线 方程 为 : 
の = ニカ の 
而 且 有 : 
人 
因为 
d= + 
所 以 方程 式 可 以 转化 为 : 
ーッ 
ZI 


这 是 标准 的 半径 为 の ヵ 的 圆 方程 ， 因 此 定理 3 成立 。 


2.5 ”椭圆 


椭圆 是 极 圆 的 特殊 状态 ， 如 果 一 个 极 圆 的 极点 为 两 个 ， 则 这 
个 极 圆 是 椭圆 ， 或 者 说 ， 极 点 数量 为 偶数 ， 其 中 一 半 极 点 重合 于 
点 及， 相同 数量 的 男 一 半 极 点 重合 于 点 肪 ， 且 点 万 与 点 及 不 重 
合 ,这 个 极 圆 一 定 是 椭圆 。 图 22 中 , 6 个 极点 的 正极 圆 的 3 个 极 
点 及， 及 ， 忆 重合 于 点 及 ，3 个 极点 及 ， 友 ， 反 重合 于 点 及 ，6 


个 极点 的 数量 和 坐标 均 关 于 了 了 轴 对 称 ， 这 个 极 圆 就 是 一 个 椭 


六 


回 


う 
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具有 椭圆 的 几何 特性 ， 是 关于 
但 是 ， 如 果 两 个 重合 点 上 的 重 


极点 及 ， 肪 重 


重合 点 ， 这 个 极 圆 也 不 是 椭圆 ， 
合 于 点 肪 ，4 个 极点 及， 及， 及 ， 色 重 


于 x 轴 与 上 轴 


对 称 ,也 关于 原点 对 称 ; 


合 极点 数量 不 同 ， 即 使 是 只 有 


两 个 


如 图 23，6 个 极点 的 极 圆 的 2 个 


合 于 点 局， 


它们 的 极点 坐标 参数 关于 了 了 轴 对 称 ; 但 是 , 由 于 极点 数量 不 对 称 ， 


这 个 极 圆 不 是 椭圆 ， 不 具有 椭 


是 关于 轴 对 称 ， 对 于 原点 与 清 轴 是 不 对 称 的 。 
ty 
M(x,y) | 

PR | = 


Mx, y) 


图 22，3 个 极点 和 3 个 极点 关于 了 轴 的 数量 和 坐标 均 对 称 


Fs, Fs, Fs, Fe 


图 23, 


定理 4: 如 果 一 个 极 圆 的 极点 数量 为 偶数 ， 其 中 


重合 于 一 点 ，1/2 的 极点 重 


6 个 极点 坐标 关于 了 轴 对 称 ， 


O Fi, PF 


但 极点 数量 不 对 称 


合 于 另 一 点 ， 这 个 极 圆 是 椭圆 。 


圆 的 几何 特性 ， 只 有 一 个 对 称 轴 ， 


中 1/2 的 极点 


27 


证 明 : 

己 知 : 一 个 极 圆 的 极点 数量 为 偶数 Xx， 为 及 、 及 ….. 如 ， 其 中 
Z/2 的 极点 重合 于 一 点 及 (aq1，P)， 男 外 /2 的 极点 重合 于 另 一 
点 所 (aq, b,)。 

因此 : 曲线 上 点 Mx, 力 到 极点 及 、, 的 距离 为 の 、@,。 
依据 极 圆 曲线 方程 


可 知 : 


极 圆 曲线 方程 推导 变 为 下 述 过 程 : 


2 
nn 


di1 = YG- 7 が ょ ェ ウ ー タ ア 


d,= YG-ay + 6) 
所 以 方程 式 为 : 


Gay + 0-2 + Va + -sy 
这 与 椭圆 方程 一 致 ， 因 此 定理 4 成立 。 
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2.6 拐点 


一 个 方程 所 描述 曲线 的 


率 半径 通常 是 连续 变化 的 ， 不 会 出 


现 曲率 半径 突变 的 拐点 。 但 是 有 一 些 极 圆 在 特定 的 条 件 下 ， 昌 线 
出 现 了 拐点 。 如 图 24 所 示 ， 在 极 圆 极 直 径 为 一 特定 值 时 ， 使 正 4 


极 圆 的 极点 落 在 
同样 ， 图 25 所 示 ， 正 4 极 
图 24 正 4 极 圆 


风 


| 线 上 。 山 


及 (c， -9, 在 极 


3 


时 这 个 正 4 极 圆 在 极点 处 出 现 拐点 。 
圆 在 极点 处 也 出 现 拐 点 。 

的 极点 坐标 分 别 为 (6 a Bo 9 ZC(-c -9、 
司 极 直径 


4d = 4c+2V2c 时 极 贺 的 极 


点 落 在 曲线 上 ， 并 在 极点 万 、 記 、 大 、 有 だ 处 出 现 抛 点 。( 图 中 c=2) 


图 24， 正 4 极 圆 的 极点 在 曲线 上 时 ， 在 极点 处 出 现 拐点 
ty 
Fz(0, 2) 
M(x, y) 
Fs (-2, 0) Fi(2, 0) 
Fi(0, -2) 
图 25， 正 4 极 圆 的 极点 在 曲线 上 时 ， 在 顶点 处 出 现 拐点 
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图 25 正 4 极 圆 的 极点 坐标 分 别 为 A(c 0)、 記 (0, 9 の 、 る (- 0)、 


及 (0，-Q， 在 极 圆 极 直 径 


〆= 2c+ 2V2c 时 极 圆 


的 极点 落 在 曲线 上 ， 极 点 与 顶点 重合 ，3 


点 处 出 现 拐 点 。( 图 中 c=2) 


在 极点 有、 羽 、 己 、 Z 


图 26 所 示 , 正 3 极 圆 同样 在 极点 处 出 现 拐点 。 正 3 极 圆 的 
极点 坐标 分 别 为 京 (0, 0)、 刻 (- ら 6 0)、 包 (0, 在 极 圆 极 直径 二 3c 


时 极 圆 的 两 个 极点 落 在 曲线 上 , 并 在 极点 万 、 及 处 出 现 拐 点 (图 


中 c=2.25) 


し 
Fi(c, 0) 


图 26， 正 3 极 圆 的 极点 在 曲线 上 时 ， 在 两 个 极点 处 出 现 拐点 


2.7 ”极点 的 位 置 和 极 圆 极 直径 


圆 和 椭圆 的 圆 点 及 焦点 一 定 在 圆 或 椭圆 内 的 ， 但 是 极 圆 的 极 
点 可 以 在 极 圆 外 ( 除 圆 和 椭圆 外 )， 也 可 以 在 极 圆 内 ,还 可 以 在 极 


圆 上 。 而 极 圆 极 直径 有 其 特有 的 特性 ， 是 与 极 圆 本 号 的 特征 相关 
联 的 ， 在 极 圆 极 直径 g 发 生变 化 时 ， 极 点 在 极 圆 上 的 位 置 也 发 生 


了 变化 。 图 22 轴 对 称 极 圆 的 6 极点 都 在 极 圆 内 。 
图 27 〈a)、( b)、( c) 所 示 均 为 正 4 极 圆 ， 它 们 的 极点 坐标 


相同 , 四 个 极点 的 坐标 分 别 为 五 (c 0)、 (0, qd, Ba(-c; 0)、 有 (0, -9 
(其 中 と 2): 顶点 坐标 分 别 为 4(2 0)、45(- の 0)、 玉 (0, の 、 用 (0, - の 


; 这 个 正 4 极 圆 的 范围 为 : - g<s<Z, - 5<y<Bb。 但 是 ， 由 于 极 圆 
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极 直径 的 不 同 , 极点 与 曲线 的 位 置 关 系 也 不 


同 , 极点 或 在 极 园 内 


或 在 极 园 上 ， 或 在 极 园 外 ， 项 点 也 或 在 极 园 外 ， 或 在 极 园 上 ， 或 
在 极 园 内 。 


d=2a+2Ya’ +e”, 


图 27 (b) 所 示 极 圆 4 个 极点 全 在 
a 二 5 二 c;， 顶 点 在 极点 上 。 


= 2c+ 2Y2 と y 
图 27 (c) 所 示 极 
d=2c+2Ya? + CE 5 


Z 的 最 小 值 为 4 二 4c， 此 时 曲线 变 为 一 个 点 。 


图 27 (a) 所 示 极 圆 4 个 对 称 极点 全 在 曲线 内 时 ， 
a 二 p> c; 顶点 在 极点 外 
1 线 上 时 ， 


圆 4 个 极点 全 在 曲线 外 时 ， 
g 王 の < 顶点 在 极点 内 。 


《其 中 < 是 极点 及、 慷 、 及 、 反 到 原点 的 距离 ，a 是 x 轴 半 


轴 长 ， 是 x 方向 顶点 到 原点 的 距离 ;5 是 y 轴 半 轴 长 ， 是 jy 方向 


顶点 到 原点 的 距离 , ) 


(Ca, 0)\F; (Cc,0) の Fi(c, 0) 


Fi(0, -c) 


(0, - の ) 


回 
zy 


(a) 全 部 极点 在 极 区 


(a, 0) エ 


(0,- の | Fi(0, - の 


(b) 全 部 极点 在 极 区 


Fi(e,0) 


a 
Fr 


(c) 全 部 极点 在 极 


图 27， 


回 


外 


下 4 极 


回 


图 28 所 示 正 3 极 圆 ， 它 的 极点 坐标 分 别 为 (0, 0)、 刀 (oc 
0)、 る (Ce 0), 項 点 準 本 分 列 六 4(2 0)、4( の 0)、 副 (0, の 、 


(0, - の ; 这 个 正 3 极 圆 的 范 


围 为 : - Csx<Z，- の <y<Z。 
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(b) 两 个 极点 在 极 圆 上 (c) 两 个 极点 在 极 圆 外 
图 28， 正 3 极 圆 的 一 个 极点 在 原点 上 
图 28 (a) 极 圆 3 个 极点 均 在 曲线 内 时 ， 〆=3Z ラ 
の > の 
图 28 (b) 极 圆 2 个 极点 在 曲线 上 ， 一 个 在 曲线 内 时 ， 
の = 3 と > の の 
图 28 (c) 极 圆 2 个 极点 在 曲线 外 ， 一 个 在 原点 上 时 ， 


d=2c+a’ 


の み の ぐ の 5 


4 的 最 小 值 为 の 王 2c。 
《其 中 < 是 极点 万 、 忆 点 到 原点 的 距离 ，a 是 x 轴 半 轴 长 ， 
是 x 轴 顶 点 到 原点 的 距离 ，5 是 yy 轴 半 和 


长 ， 是 yy 方向 顶点 到 原 
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点 的 距离 , ) 
图 29 所 示 正 7 极 圆 ， 它 的 极点 坐标 分 别 为 (0，0)、 有 (2， 
0)、6(1 3) 6(C1 v3) A(-2, 0 CL - AU - 
y3 ), d=5c+2V3c=10+4V3, (4 
是 x 轴 顶 点 到 原点 的 距离 ，c 是 除 肪 极点 外 ， 其 余 极点 到 原点 的 
距离 ， 图 中 c==2)。 它 的 极点 有 6 个 在 极 圆 曲线 上 ， 一 个 在 原点 
Bs 


的 6 个 极点 在 极 圆 上 ，1 个 极点 在 原点 上 


1 


图 29， 正 7 极 


极 圆 所 有 极点 在 曲线 内 时 , 


和 和 の > Ci 
ae < | | (9 + 将 -| 
极 圆 6 个 极点 在 曲线 上 时 ， d= 5c 十 2 V3c 
T= 


极 圆 6 个 极点 在 曲线 外 时 ， 


sect (etic に の 

Z 的 最 小 值 为 Z 王 6c。 

(c 基 万 点 到 遍 点 的 距 高 , 2 十条 半 机 藤 ) 

30 所 示 正 7 极 圆 的 6 个 极点 万、 五 、 羽 、 太 、 后 、 乓 在 
坐标 轴 上 ， 极 点 万 、 石 、 已 、 柬 、 玉 在 * 轴 上 等 距 对 称 分 布 ， 极 
点 间距 离 为 c; 极点 及、 有 为、 及 在 J 轴 上 等 距 对 称 分 布 ， 极 点 间 
距离 为 c; 极点 70 在 原点 上 ， 极 点 坐标 分 别 为 历 [0，0)、 厂 (2 c 
0)、6( ら 0)、 £3(0, J A(-2c, 0)、 Fi(-c, 0)、 £6(0, -a)。 

所 有 极 点 在 极 圆 曲 线 内 时 , 


> 


d=54+2Va +c ， a>2c; 
2 个 对 称 极 点 有 五 、 有 及 在 极 圆 曲线 上 时 ， 
d =10c+2wWsc， Z=2c; 
2 个 对 称 极点 五、 及 在 极 圆 曲 线 外 ，5 个 极点 在 曲线 内 时 ， 
グ =32+ 4c+ 2V の 2+ の 2c>Z> の: 
2 个 对 称 极点 及 、 太 在 极 贺 曲线 上 时 ， 
グ = 7c+ 2Y2 と > の の 
6 个 对 称 极 点 在 极 圆 曲线 外 时， 
d=at+6c+2Va +c ， の くど の 


4 的 最 小 值 为 一 8c。 
(CC 是 局 点 到 巴 点 的 距离 ，& 是 x 轴 半 轴 长 ) 
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图 30， 正 7 极 圆 的 6 个 极点 在 坐标 轴 上 ，1 个 极点 在 原点 上 


极 圆 极 直径 的 最 小 值 是 随 着 极 圆 极点 数量 的 不 同 而 不 同 ， 随 
着 极 圆 极点 的 分 布 不 同 而 不 同 。 


2.8 同 极 圆 


a 


在 解析 几何 中 ， 中 心 重 合 直径 不 同 的 圆 叫 做 同心 圆 ， 同 心 
具有 形状 相同 ， 半 径 不 同 的 特点 。 在 极 园 的 范畴 内 ， 不 同 的 极 
在 具有 相同 的 极点 序列 情况 下 ， 极 圆 极 直 径 的 不 同 ， 曲 线 的 形态 
是 不 同 的 。 

定义 5: 平面 直角 坐标 系 内 ， 有 具有 同一 极点 序列 而 极 直径 不 
同 的 极 圆 称 为 同 极 圆 。 

图 31 所 示 6 极点 极 圆 ， 极 点 五 、 尼 、 乃 在 * 坐 标 轴 上 ， 极 
点 太 、 太 在 ア 向上 , 极点 古 在 原点 上 。 它 的 极点 坐标 分 别 为 (0 
0]、 万 (2，0]、 厂 3，0] 、 忆 (0，2)、 忆 CC1，0] ~ A(0, -2)。 


el 
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图 31，6 极点 同 极 区 


图 31 中 的 七 条 曲线 具有 形 同 的 极点 序列 ， 只 是 极 圆 极 直径 
不 同 ， 却 有 着 不 同 的 形状 。 
曲线 1， 只 有 一 个 极点 が 在 极 圆 曲线 内 ， 其 余 极 点 在 极 圆 曲 
线 外 时 ，a=11; 
曲线 2， 有 一 个 极点 甩 在 极 圆 曲 线 内 ， 一 个 极点 有 在 极 
1 线 上 ， 其 余 极 点 在 极 圆 曲线 外 时 ，; 
曲线 3， 有 两 个 极点 及 、 在 极 圆 曲 线 内 ,一 个 极点 及 在 极 
加 曲线 上 ， 其 余 极点 在 极 圆 曲线 外 时 ，; 
曲线 4， 有 三 个 极点 及 、 及 、 在 极 圆 曲线 内 ， 其 余 极点 在 
极 圆 曲线 外 时 ，a=13.5; 
曲线 5, 有 三 个 极点 所 、 五 及 在 极 圆 曲 线 内 , 两 个 极点 太太 
在 极 圆 曲线 上 ， 5 曲线 外 时 ，; 
曲线 6， 有 五 个 极点 及、 及 、 有 及、 及 、 到 在 极 圆 曲 线 内 ， 一 
个 五 极点 在 极 圆 曲 线 上 时 ，,，; 
曲线 7， 所 有 极点 均 在 极 圆 曲线 内 ，a=16。 
图 32 所 示 5 极点 极 圆 ， 极 点 万 、 及 、 肪 、 在 x 坐标 轴 上 ， 
极点 人 在 原点 上 , 它 的 极点 坐标 分 别 为 0). £(1, 0), (2, 0) 
> A(-1, 0)、 A(-2, 0)。 


EH 


3 
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图 32，5 极点 同 极 区 


图 32 中 的 六 条 曲线 具有 形 同 的 极点 序列 ， 极 圆 极 直 径 不 同 ， 
形状 不 同 但 类 似 。 
曲线 1， 只 有 一 个 极点 が 在 极 圆 曲 线 内 ， 其 余 极点 在 极 圆 曲 
线 外 时 ， 必 6.5; 
曲线 2， 有 一 个 极点 人 在 极 圆 曲线 内 ， 一 个 极点 五 在 极 
1 线 上 ， 其 余 极 点 在 极 圆 曲 线 外 时 ， 导 7; 
曲线 3， 有 三 个 极点 及 、 琅 、 己 在 极 圆 曲 线 内 ， 其 余 极 点 在 
极 圆 曲线 外 时 ，a=8.5; 
曲线 4, 有 三 个 极点 応 、 石 、 人 在 极 圆 曲线 内 , 两 个 极点 轧 , 到 
在 极 圆 曲 线 上 ， 其 余 极点 在 极 圆 曲线 外 时 ，a=10; 
曲线 5， 所 有 极点 均 在 极 圆 曲线 内 时 ， 性 11.5。 
曲线 6， 也 是 所 有 极点 均 在 极 圆 曲线 内 时 ， 必 13。 
其 中 ，1、3、5、6 这 四 条 曲线 相似 ， 曲 线 2、4 相似 。 


a 
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第 3 草 极 圆 的 扩展 


3.1 ”电线 极 圆 


椭圆 作 图 法 有 拉线 法 , 参考 此 方法 同样 可 以 作出 极 圆 的 曲线 ， 
但 是 有 所 不 同 ， 因 为 拉线 的 关系 ， 动 点 到 起 始 极 点 和 结束 极点 的 
距离 只 计 入 1 倍 的 长 度 ， 而 其 它 极 点 距离 需要 计 入 2 倍 的 长 度 ， 
因此 ， 极 圆 方程 式 (1)、 式 (2)、 式 (3) 就 不 适应 了 。 

定义 6: 平面 直角 坐标 系 内 ， 一 动 点 到 定点 万 、 必 的 距离 与 
到 多 个 定点 五 、 儿 .Ai 的 2 倍 距离 之 和 为 定 值 4 的 点 的 轨迹 ， 
称 为 点 线 极 圆 。 


忠 线 极 圆 方程 : 
〆 の 。 1 2 グ 」 eS 2 グ 。」 | da, 式 3-1 


Z=yG-gP+0- が +296-P+O- 4 +29G-g)+O- タ ) 


+……+ キ 2 テー リア ェ ツー)+Y- アア ォ ウーム が 
式 3-2 


〆=yr- go ナ ォ ツー が 2 CO 人 + 


式 3-3 
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式 中 る 、 紀 、 の .…… の ュ 、 の 分 列 赴 曲 代 上 点 MAx， 月 到 各 

全 概 点 的 距 高 。 の 及 る 、 乙 、 の .…… の 」、 の 为 大 于 等 于 0 

的 实数 。 

( 济 : 如 黑 拉 线 法 的 拉线 起 始点 和 结 末 点 同 为 动 点 的 证， 点 
线 极 司 就 变 成 极 直 径 为 9/2 的 洲 通 极 周 ,) 


3.2 ”因数 极 圆 


与 上 忠 线 极 圆 相 类 似 ， 如 果 曲 线 上 点 M(x， 力 到 各 个 极点 的 距 
离 计 入 曲线 方程 的 次 数 不 是 1, 那么 ,， 极 圆 方程 式 就 发 生 了 改变 

定义 3: 平面 直角 坐标 系 内 , 一 効 点 到 多 條 定点 作 本 ん 
距离 与 相应 点 几何 因数 角 、、…..hr1、h, 乘积 后 的 总 和 为 定 
值 9 的 点 的 轨迹 ， 称 为 因数 极 圆 。 


因数 极 圆 方程 : 
d= hd thAd te th dt hd, 式 3-4 
d= hl + 1a 8 キー を VGC th} 
式 3-5 
d= YEN +6) 
式 3-6 


式 中 の 、 の の 、 の ……d@ の 1 @, 分别 是 曲线 上 点 0x， 朋 到 各 
个 极点 的 距离 。 看 、 石 、 厂 大人 ん 分 别 是 各 个 极点 的 
几何 因数 ， 表 示 曲 线 上 点 Mx， 轧 相对 应 到 各 个 极点 的 距 
离 计 入 方程 的 系数 (次 数 )。4 及 ゐ 、 乙 、 み .…… の み 」、 の 为 


| 


大 于 等 于 0 的 实数 。 
3.3 “平方 距 极 圆 〈 圆 ) 


定义 8: 平面 直角 坐标 系 内 , 一 动 点 到 多 个 定点 が 大 な た 
距离 平方 的 和 为 定 值 4 的 点 的 轨迹 ， 称 为 平方 距 极 圆 。 
平方 距 极 圆 方程 : 


式 3-7 中 る 、 必 、 の み .…… の 」、 の 分别 是 曲线 上 点 人 4, 巡 

到 各 个 极点 的 距离 。& 及 る 、 乙 、 の .…… の 」、 の の 为 大 于 等 
于 0 的 实数 。 

平方 距 极 圆 实际 上 是 圆 ， 可 以 通过 简化 式 〈3-8) 证 明 它 。 

证 明 : 
将 式 3-8 各 项 分 解 得 


cs 


合并 同类 项 得 
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d= G ー 2 t+ > a ) 十 加 一 2y》， み ア + > ん | 
m=0 m=0 m=0 m=0 
将 各 项 平方 化 得 


Nn 2 A 2 4 2 Nn 2 
2 | 。 2 の 2 和 | 。， 2 ん 
a eg rR a m=0 2 m0 
d=A + +20, tA みん 
1 み =0 A し 4 み =0 72 


移动 常数 项 得 


2 2 
8 > | ， 2 
2 中 2 一 | 
4 一 | -2 一 
月 
m=0 LA m=0 nn 了 の 
Co Mm 
ォ m=0 | ア m=0 
7I 7I 7I 
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2 2 ん 
アッ | ーー 069 ニー 


， 圆 心 在 
nl 
立 。 多。 | 的 圆 方程 ,因此 平方 距 


极 圆 是 圆 。 
3.4 不 定 极 圆 


定义 9: 平面 直角 坐标 系 内 , 一 动 点 到 多 个 定点 所.…… 刀 
的 坐标 距离 因子 ， 与 相应 点 数学 因数 乘积 得 到 的 泛 距 离 参数 ， 这 
些 泛 距离 参数 的 乘 暴 之 和 为 定 值 4 的 点 的 轨迹 ， 称 为 不 定 极 圆 ， 

不 定 极 圆 方程 : 


rrb-4 + 


式 3-10 
内 起 
Z= ツ (G+ ん 6- る の 
m=0 
式 3-11 
式 3-10、3-11 中 : 
hk hk 分 别 是 各 个 极 
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上 
数 : 


本 数 学 因 


et A 分 别 是 各 个 极 


本 数 学 
To 7 PIT fn 
的 乘 蝴 ; 


因数 ; 


分 上 


上 是 各 个 极点 


な なー が ォ ん ツー が 


是 泛 距 离 参数 ; 


(+- の ) 


(x—a} 


因子 ; 


CC- 人 


ウ -4) 、 


因子 。 


\ 杯 距 高 


从 方程 和 定义 上 看 , 
因此 方程 中 不 会 


从 方 和 


/ 


7- 


ん .」、 ん を z0 的 实数 ; 
が 1、Zz0 的 实数 ; 

ho~ i、\ 

の 为 实数 〈 就 是 说 极 直径 49 可 以 是 负 值 )。 
圆 的 数学 因数 大 于 等 于 零 ， 


于 不 定 极 
b 现 复数 情况 。 
式 分 析 , 曳 袋 板 岡 、 因 
圆 的 特例 。 


三 | 
だ 


E 极 圆 


岡 、 平 方 昌 


口 


数 极 圆 、 极 


不 定 极 


a) ”电线 极 


a 


b) 


9) 


电线 极 圆 的 极点 数学 因数 为 ; 


カー クー デュ / 
极点 的 乘 寡 为 : 
7 デー カー ムー… ュー ムー0.5 
且 ， 所 有 极 距 カ 、 乙 、 の .…… み 己 0。 
因数 极 
因数 极 圆 的 极点 数学 因数 为 : 

os の は に ん 不 等 

7 不 等 

但 是 た = ん ム 、 た 4 三 4、 た 三 る ん ュー な ハト ん ん 
极点 的 乘 寡 为 : 


a 


7 モカ デカ ーー… ブ ュ ーー0.5 
且 , 所 有 概 距 ヵ 、 乙 、 の .…… み 0。 
极 圆 : 
极 圆 的 极点 数学 因数 为 : 

ねー ね = ん = ん =1 
i /1 一/ 一 1 
极点 的 乘 寡 为 : 

7 モカ ーーー… ゾ ュ ニーム 二 0.5 


同时 极 圆 也 是 因数 极 圆 的 特例 ， 对 应 的 因数 极 圆 极点 
数学 因数 为 : 


而 一 太一 应 一 ーー 
AS /1 一/ 一 1 
的 状态 


且 ， 所 有 极 距 み 、 乙 、 み .…… み 之 0。 
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d) “平方 距 极 圆 : 
的 极点 数学 因数 为 : 


平方 距 极 圆 
= ね カニ ね = = 
A J 
极点 的 乘 震 为 : 

7 ニカ モカ モー… 7。 ュ ニカ ー1 


3.5 复 不 定 极 贺 
定义 10: 复 平 面 直 角 多 


因子 ， 与 相应 点 数学 因 


る …: 人 的 自由 維 準 酸 距 高 
泛 距 离 参数 ， 这 些 泛 距 离 参 数 的 乘 须 之 和 为 定 值 9 的 点 的 轨迹 称 
为 复 不 定 极 圆 。 


( | 


复 不 定 极 圆 方程 : 


d= ra tao + a 0) 


+ a) 式 3-12 


3 ; R 、 3-13 
ee Gi か) 


式 中 : 
分 别 是 各 个 极点 


的 x 坐标 数学 因数 ; 


E 标 系 内 ， 一 动 点 到 多 个 定点 の 、 
数 乘积 得 到 的 
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1 


分 别 是 各 个 极点 的 


上 了 坐标 数学 因数 ; 
Do J oe fh 分 别 是 各 个 极点 的 
乘 早 ; 
ft, (x- a"+17,(y-5, 放 ” 是 泛 距 离 
参数 ; 
ea 六 
(a 。 区 
坐标 自由 窜 距 离 因 子 
Do- 六 
ん 
pr が 0 是 y 坐 标 
自由 窜 距 离 因子 ; 
Pi、 Xs har、 eh, 是 x 坐标 距离 因 
子 的 自由 比 ; 
Bo BN BG ee hy, 是 和 坐标 距离 因子 
的 自由 怖 。 
の 26026 oo の な た が < か の ん) 
な が か の: ュ ブッ AXo PP、 hx WY A 


有 2、……Jy 均 为 任意 实数 ( 男 行 讨论 这 些 数 为 


虚数 的 情况 )。 


(就 是 说 极 直 径 g 等 参数 可 以 是 人 但 


)。 


从 方程 和 定义 上 看 ， 复 不 定 极 圆 会 出 现 复数 的 情况 ， 而 不 定 
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极 


六] 


是 复 不 定 极 圆 的 特例 。 


当 复 不 定 极 圆 的 极点 数学 因数 为 : 


自 


ん 、 ん 、 ん FPPFP ん 」、 ん >z0 的 实数 ; 
hs ん 、 ん FPPFP が だ />0 的 实数 ; 


人 太太 .万 人 万 为 实数 。 
震 为 : 


Pi 一 ji 一 jp 一 ュー ルル 
Vo= = 2 = =; 


时 ， 复 不 定 极 圆 就 是 不 定 极 圆 了 。 


2 
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空间 极 圆 


人 で た 


第 4 草 


极 圆 曲面 


曲面 是 在 空间 直角 坐标 系 内 ， 多 个 定点 以 一 定 的 数 
学 关系 联系 起 来 , 符合 其 数学 关系 的 无 数 个 点 的 集合 构成 的 


曲面 ， 


这 类 曲面 包括 椭 球 面 、 球 面 等 ， 以 及 超出 椭 球 面 与 球面 的 更 加 ) 


泛 的 曲面 范畴 。 
4.1 极 圆 
定义 11: 


曲面 


ン ペ 


的 定义 


间 直 角 坐 标 系 内 ， 与 多 个 定点 万、 的、 


的 距离 的 和 等 于 常数 4 的 动 点 Mx, ア 习 的 轨迹 ， 即 到 多 个 定点 


6、 な 、 人 の 


定点 及 、 有 A、 た. 


0)、 Fila, bh 
条 极 园 曲 面 
ん 表示 : 


面 的 极点 集合 ， 


元 | 


3 FE 


极 


a / 称 为 极 圆 


a)、 (eo, 2 


数 & 称 为 极 圆 册 
全 
Ah、 hb 
坐标 加 


アア 2 


图 33 是 7 个 极点 的 极 
到、 及 、 友 、h 友 ， 定 点 万 在 坐标 原点 J 
FE， 以 原点 为 对 称 中 ， 
J2 坐 标 平面 上 , 万 与 及、 惨 与 及 以 J 坐标 轴 
万 与 如、 到 与 有 以 Zz 坐标 轴 
局 以 坐标 原点 为 对 称 中 心 对 称 分 布 ;这 些 
的 连 线 分 别 是 WM、 FM BM EM EM FM FM, 
这 些 连 线 的 和 为 定 值 (常数 ) の 


上 面 的 极 直径 。 


三 


> の ) 
的 所 有 极点 的 总 和 称 为 此 极 园 曲 下 
园 曲 面 的 所 有 极点 序列 构成 的 集合 称 为 此 极 
YF={ Px pp 2) : た 0, 1, 2 


贝 


E 离 之 和 为 定 值 的 点 的 集合 称 为 极 圆 曲面 。 这 些 
曲面 的 极点 ， 极点 坐标 为 局 (cu， み , 
PFFD F(a み , CI ; 关于 这 


i 的 极点 序列 ， 用 


园 曲 


i ヵ ) 表 示 。 常 


面 ,有 7 个 与 曲线 相关 的 定点 ん 、 


对 


为 对 称 轴 


上 , 定点 瓦 、 在 x 


称 分 布 ， 定 点 及、 有 及、 及 、 友 在 


対称 分 布 , 


为 对 称 轴 


| 


下 
ei 
に ムコ 


対称 分 布 , 
記 与 長 、 用 与 


面 上 効 点 MA 
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图 33， 7 个 极点 的 极 圆 曲面 


4.2 极 圆 曲面 方程 


建立 xyz 空间 直角 坐标 系 ， 设 Mr, ア , 习 是 极 圆 曲面 上 任意 
一 点 ,着 MC 万 习 点 与 万 、 厂 、 万 .…: 万 各 点 的 距离 的 和 等 于 
即 : 


の = テニ の 。 キ の 」 す …ーー キ の, 


式 4-1 
则 极 圆 曲面 方程 为 : 


d= + -A +a + ya +0-8Y +e-ay 


・ ゴ yx a,} | (> 4) + (z c,) 式 4-2 
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d= Da + Ob +S 式 43 


式 4-1 中 : 
の 是 大 于 等 于 0 的 实数 ， 为 动 点 到 所 有 极 圆 曲 
四 极点 距离 的 总 和 一 一 极 圆 曲面 极 直 径 ; 
动 点 到 极点 距离 集 (の 、 の の 、@ の ……@,) 中 的 元 
素 分 别 是 曲面 上 点 M(xX，.y， 习 到 各 个 极点 
的 距离 ， 极 点 距离 集中 的 元 素 tj、a、 
のみ.……d@, 是 大 于 等 于 0 的 实数 ; 
式 中 所 有 数 为 实数 。 


3 
ンジ AN 
\N 』 ーー ンズ 7 1 

| ーー- FP2(-c, 0, 0) ! 

レーン , 
ーッ (0, 0, 0) を 


图 34， 3 个 极点 的 极 区 


局 ] 


4.3 极 圆 曲 面 的 种 类 


球面 的 圆 点 数量 为 1， 椭 球 面 的 焦点 数量 为 2， 在 空间 直角 


坐标 系 中 的 分 布 是 有 规律 的 ， 要 么 是 一 个 定点 ， 要 么 是 在 同一 条 
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直线 上 ， 球 面 或 顶 球 面 的 几何 特性 就 是 一 定 的 。 但 是 极 圆 曲面 的 


极点 数量 可 以 超过 


极 圆 曲 面 ， 极 点 的 不 规律 分 布 ， 致 使 曲面 失去 规律 性 。 极 圆 曲 面 


2 个 ， 极 点 有 规律 的 分 布 ， 可 以 得 到 有 规律 的 


的 极点 越 多 ， 曲 面 的 复杂 程度 越 高 ， 极 圆 曲面 的 极点 越 少 ， 曲 面 


越 趋 于 规律 化 。 


依据 极 圆 曲面 的 对 称 规律 特性 ， 把 极 圆 曲 面 分 为 不 对 称 极 克 
面 、 正 极 圆 曲面 、 


4.3.1 不 对 称 极 圆 


1 


轴 对 称 极 圆 曲面 。 
面 


不 对 称 极 圆 曲 


面 是 极 圆 曲面 上 点 不 关于 任何 直线 、 任 何 点 


任何 平面 对 称 的 所 有 极 圆 曲面 的 总 称 ， 简 称 极 圆 曲面 ;不 对 称 极 


4.3.2 ”正极 圆 曲面 


定义 12: 空间 


圆 曲 面 上 的 点 不 具有 对 称 性 ， 点 和 点 之 间 不 相互 对 称 。 


直角 坐标 系 内 ， 如 果 极 圆 曲面 上 的 所 有 相对 应 


点 以 坐标 系 原点 为 


曲面 。 


是 这 个 正极 圆 曲 面 


中 心 ， 同 时 关于 x 轴 对 称 ， 关 于 yy 轴 对 称 ， 关 


于 z 轴 对 称 , 关于 原点 对 称 , 并 且 关 于 妙 坐标 平面 对 称 , 关于 xz 
坐标 平面 对 称 , 关于 .yz 坐标 平面 对 称 , 则 称 此 极 圆 曲面 为 正极 圆 


3 


如 图 35 所 示 是 7 极点 正极 圆 曲 面 ， 极 点 及 重合 在 原点 上 ， 


的 中 点 , 极点 乃 , 万 在 ァ * 笛 上 対称 分 布 , 以 原 


点 为 中 心 对 称 ， 以 巡 坐 标 平 面 为 对 称 面 ， 极 点 司 ， 凡 ， 太 ， 乓 


在 yz 坐标 平面 上 , 3 


以 原点 为 中 心 对 称 , 以 jy 轴 和 z 轴 为 对 称 轴 ; 


极点 及 与 及 ,到 与 及 以 z 轴 为 对 称 轴 , 及 与 及 及 与 捅 以 y 


轴 为 对 称 轴 ， 肪 与 


后 ， 且 与 所 以 原点 为 中 心 对 称 ， 并 以 原点 为 


中 心 对 称 。 此 正极 加 曲面 是 关于 x 轴 、 儿 轴 对 称 和 z 轴 对 称 的 ， 


同时 关于 原点 对 称 。 
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图 35a， 7 个 极点 的 正极 


看 的 极点 分 布 


到 


图 352， 7 个 极点 的 正极 圆 曲 面 上 点 的 对 称 关系 
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因为 曲面 关于 原点 对 称 ， 所 以 点 书 关 


面 上 任意 
已 全 


イア クタ 


的 対称 点 局 (- ア 


关于 了 轴 


关于 秒 坐 标 平面 的 对 称 点 及 (% ア 
点 局 Ce ア 习 ， 关 于 J 坐 标 平面 上 


于 原点 的 对 称 点 局 (- -yp，- 习 ， 关于 x 轴 的 对 称 点 (アー タダ , 


-2), 关于 z 箇 的 対称 点 P,(-»%, - ア ダ ), 


- 习 ， 关 于 谍 坐标 平面 的 对 称 
的 对 称 点 马 (-x，y， 习 也 在 曲 


面 上 , 所 以 此 曲面 同时 关于 原点 、x 轴 、y 轴 、zZ 轴 、xy 坐标 平面 、 
如 坐标 平面 、yz 坐标 平面 对 称 ,共有 8 个 点 相互 对 称 。 这 种 极 圆 

面 就 是 正极 圆 昌 面 , x 轴 、y 轴 、z 轴 是 正极 圆 曲 面 的 对 称 轴 , ルル 
坐标 平面 、 刀 坐标 平面 、 和 2 坐标 平面 正极 圆 曲 面 的 对 称 平面 ， 原 
点 是 正极 圆 曲面 的 对 称 中 心 。 


4.3.3” 轴 对 称 极 圆 曲面 


定义 13: 空间 直角 坐标 系 内 ,如 果 极 圆 曲 面 上 点 只 关于 一 条 


坐标 轴 或 两 个 坐 
标 平面 对 称 则 称 
此 极 圆 曲面 为 轴 


国电 


对 称 极 圆 曲面 。 


如 图 36 所 示 
是 6 极点 轴 对 称 
极 圆 曲面 , 图 中 万 
重合 在 原点 上 ， 
万 ,及 在 了 轴 上 对 
称 分 布 , 対称 中 心 
为 思 , 以 x 轴 为 对 
称 轴 ; 訪 , 及 在 x 
轴 上 对 称 分 布 ， 对 称 ! 


心 为 及， 以 8 轴 为 对 称 轴 ; 


对 称 极 罗 


36, 


图 


6 个 极点 的 轴 


た 在 z# 


没有 关于 的 対称 点 。 此 箱 


对 称 极 圆 曲 面具 有 一 个 对 称 轴 


2 


| 


1 


円 


和 xz 


标 平面 、J 巡 坐标 3 


F 面 対称 的 , 没有 対称 
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第 5 草 极 圆 曲面 的 几何 性 质 


极 圆 曲 面 的 对 称 性 有 轴 对 称 、 坐 标 平 面 对 称 和 点 对 称 三 种 状 
态 ， 轴 对 称 极 圆 曲面 上 的 点 是 具 关 于 两 条 坐标 轴 或 两 个 坐标 平面 
对 称 的 ， 它 的 极点 数量 和 极点 坐标 ， 也 是 关于 这 两 条 坐标 轴 或 两 
个 坐标 平面 对 称 ， 正极 圆 曲 面 上 的 点 是 关于 原点 对 称 ， 关 于 三 条 
坐标 轴 和 三 个 坐标 平面 对 称 的 ， 它 的 的 极点 数量 和 极点 坐标 ， 也 
是 关于 原点 对 称 ， 关 于 三 条 坐标 轴 和 三 个 坐标 平面 对 称 的 。 


定理 1: 如 果 极 圆 曲 面 的 所 有 极点 都 在 一 条 坐标 轴 上 ， 那 么 
这 个 极 圆 曲面 上 点 是 关于 此 坐标 轴 对 称 的 , 即 是 轴 对 称 极 圆 曲 面 ， 


定理 1 说明: 极 圆 曲面 的 所 有 极点 在 同一 坐标 轴 上 时 ， 这 个 
极 圆 曲面 必然 是 轴 对 称 极 圆 曲面 。 

证 明 : 

己 知 条件 : 

一 个 极 圆 曲面 的 所 有 极点 旋 、 万 、 記 … 等 都 在 同一 
个 坐标 轴 上 。 
分 析 : 
通过 x 坐标 轴 作 一 平面 &， 使 * 坐 标 轴 在 这 一 平面 上 ， 
取 极 圆 曲 面 上 一 点 P, 同时 了 点 也 在 平面 MA 上; 如 果 极 圆 
曲面 的 所 有 极点 都 在 坐标 轴 上 ， 极 圆 曲 面 上 点 也 是 关于 坐 
标 轴 对 称 的 这 一 结果 成 立 ， 那 么 点 了 关于 x 坐标 轴 的 对 称 
点 の 必然 在 曲面 上 : 则 点 0 到 坐标 轴 的 距离 与 点 卫 到 坐标 
轴 的 距离 相等 ， 并 且 点 0 与 点 的 连 线 Po 垂直 于 * 坐 标 
細 。 
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设 : 


曲面 上 任意 一 点 到 极 圆 曲 面 所 有 极点 的 距离 集 为 7 (4、 
页 、 双 0)， 点 书 到 极 圆 曲面 所 有 极点 的 距离 集 为 
VP (tp、Q、W……0,)， 点 8 到 极 圆 曲面 所 有 极点 的 距离 
集 为 VO (@_、 Wd、 @......d,)« 

极 圆 曲面 方程 的 简化 形式 : 


式 5-1 
式 5-1 中 の 、 の み の 、 の ……@, 是 曲面 上 点 到 各 个 极点 距 
高 集 的 元素 : 


作図 37: 
i， 以 X 坐标 轴 为 对 称 轴 作 轴 对 称 极 医 
ii. 通过 极点 所 在 轴 x 轴 作 一 平面 C4， 
iii， 取 曲面 上 一 点 Pp， 并 且 了 点 在 平面 AMA 上， 
iv， 取 极点 及 、 甩 作为 证 明基 本 极点 ; 
Vv， 作 点 与 极点 及 的 连 线 PE, 点 与 极点 万 


1 


面 , 
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的 连 线 只， 由、 有 是 对 应 式 5-1 中 , 曲面 上 
点 了 到 各 个 极点 距离 集 VP== ( ゐ 、 乙 、 の …… の ) 
的 相应 元 素 ; 


vi， 在 平面 BM 上 作 点 已 与 了 坐标 轴 


的 垂 线 PB 


延长 垂 线 ZZ 到 の 使 08==PB; 
vii. 作 点 0 与 极点 及 的 连 线 Qi, 点 CO 与 极点 た 
的 连 线 の の?: 
判断 : 
如 果 能 够 判断 曲面 上 点 0 到 所 有 极点 的 距离 等 于 曲面 上 
点 了 到 所 有 相应 极点 的 距离 ， 即 距离 集 = (の ゐ の 、@ の 、 


证 : 


角形 ， 同 到 
共有 线 。 


E 离 集 2= ( み ゐ 、@、 ヽ 
就 可 以 依据 式 5-1 确 
三 VP=V 就 证 明了 定理 1 的 成立 。 


の 


人 〆) 相等 ， 那 么 


定点 0 在 曲面 上 是 成 立 的 , 即 证 明 ZO 


图 37 中 ， 因 为 2B8 牌 直 于 x 轴 ， 所 以 人 PBA 是 直角 三 


BE, 人 dQ@27 也 是 直角 三 角 


形 ; 


日 の 2=Z ぢ , ZZ 为 


根据 三 角形 定理 一 一 如 果 两 个 三 角形 的 一 个 角 相 等 ， 两 
条 临 边 相 等 ,那么 这 两 个 三 角形 全 等 .APB8 的 两 条 边 PB 


Z 的 夹 角 


为 直角 , 等 于 ACZ 的 两 条 边 0B、BAi 的 夹 


B=BF，PB=QB， 所 以 APBF 与 AOB 是 全 等 三 角形 ， 
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アア = の 万 。 同 理 , APP 与 A の ZZ 也 是 全 等 三 角形 ，A 太 = 


の 72。 
因 此 , 点 0 与 极点 及 的 连 线 G8， 点 0 与 极点 及 的 连 
线 @ 色 ,也 是 式 5-1 中 曲面 上 対称 点 0 到 各 个 极点 距离 集 WO 
= (mm A We 0 
の み の ……@,) 的 元 素 与 距离 集 22= (る 、 乙 、 の …… み ) 的 元 
PP 

故 CC 是 这 个 极 圆 曲面 上 的 点 ， 定 理工 成 立 。 


5.2 球面 


球面 是 椭 球 面 的 特殊 情况 ,如果 一 个 椭 球 面 的 两 个 焦点 重合 ， 
则 这 个 椭 球 面 是 球面 。 另 一 方面 , 球面 也 是 极 圆 曲面 的 特殊 状态 
无 论 极 圆 曲面 的 极点 有 多 少 个 ， 如 果 这 个 极 圆 曲面 所 有 的 极点 重 
合 为 一 点 ， 或 者 这 个 极 圆 曲 面 的 极点 数量 为 1， 那么 ， 这 个 极 圆 
面 同 样 也 是 圆 。 如 图 38， 是 一 个 有 nm 个 极点 的 极 圆 曲面 ,它们 
的 n 个 极点 重合 于 坐标 系 原点 ， 这 个 极 圆 曲 面 是 球面 。 


定理 2: 有 个 极点 的 极 圆 曲 面 ， 如 果 极 圆 曲 面 的 所 有 极点 
重合 于 一 点 ， 那 么 这 个 极 圆 曲面 是 球面 ， 球 心 在 极点 上 ， 球 面 半 
下 为 の 7。 


总 [ = 


证 明 : 
已 知 : 一 个 极 圆 曲面 的 所 有 极点 重合 于 坐标 系 原 点 。 
因此 : 曲面 上 点 MM アア 习 到 所 有 极点 的 距离 相等 。 
依据 极 圆 曲面 方程 
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d= do= dA, 
所 以 : 
の = ニク の 
极 圆 曲 面 方程 变 为 : 
CF 
因为 : 
t= + + 
所 以 方程 式 为 : 


2 
2 ディ アッ 
ZZ 


这 是 标准 的 半径 为 “ 马 的 球面 方程 ， 因 此 定理 2 成立 。 
A 


图 38， 极 点 重合 于 原点 的 n 个 极点 正极 加 


5.3 ” 彬 球面 
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椭 球 面 是 极 


圆 


面 的 特殊 状态 ， 如 果 


吾 


风 


两 个 , 则 这 个 极 


面 是 椭 球 面 。 如 果 极 辆 


3 


其 中 
且 点 万 与 太 甩 不 
6 个 极点 的 正极 圆 


极点 万 , 到 , 太 重合 于 


0 ee 
重 ロッ 这 个 极 


岡 曲面 也 一 
曲面 的 3 介 概 点 万 , 忌 , 
占 


ハ い 


对 称 ， 这 个 极 圆 


面 就 是 


是 关于 * 轴 、5 轴 、 
坐标 平面 对 称 ， 即 
点 重合 数量 不 同 ， 

椭 球 面 ， 如 图 
态 h, 万 


~ 


们 的 坐标 参数 关于 了 了 轴 对 称 ; 


极 贺 
轴 和 
本 平面 対称 


定理 3: 如果 


ーー 


9 


极点 重合 于 及 点 , 1/2 的 极点 重合 于 尼 点 ， 这 个 极 医 


球面 。 
证 明 : 


依据 极 圆 曲 
可 知 : 


个 对 称 平面 ， 是 关 了 
对 于 原点 、YX 


ヶ条 対称 , 共 ギ 4 
关于 原点 对 称 ; 
即使 是 只 有 两 个 重合 点 ， 


40, 在 z 轴 上 的 6 个 极点 的 极 
重合 于 点 乃 ，4 个 极点 肪 ， 及 ， 友 ， 太 重合 于 点 及， 


个 极 圆 曲面 的 极点 为 
曲面 极点 数量 为 偶数 ， 
级 点 重合 于 点 克 ， 
是 椭 球 面 。 图 39 中 ， 
重合 于 点 及，3 个 


0 


所 , 6 个 极点 的 数量 和 坐标 均 关 于 了 轴 
个 椭 球 面 ， 具 有 椭 球 面 的 几何 特性 ， 
株 平面 、 ア ZA 
但 是 ， 如 果 两 个 重合 点 上 的 极 


本 平面 、 


三 


这 个 极 圆 曲 面 也 不 是 
凤 曲 下 中 2 个 极 


>» 


[一 


細 、 
曲面 


轴 、xy 


一 个 极 圆 


nl 


己 知 : 一 个 极 圆 曲面 的 极点 数量 为 偶数 ヵ 为 甩 、 忆 
中 ヵ /2 的 极点 重合 于 一 点 万 (る, 
极点 重合 于 男 一 点 有 (a,， 
因此 : 曲面 上 点 M(x, yy 习 到 极点 及 、 思 的 距离 为 gj、4 


面 方 程 


但 是 ， 由 于 极点 数量 不 对 称 ， 这 个 
曲面 不 是 椭 球 面 ， 不 具有 椭 球 面 的 几何 特性 ， 只 有 一 个 对 称 


Fz 轴 对 称 ， 关 于 yz 坐标 平面 、 
标 平面 是 不 对 称 的 。 


i 的 极点 数量 为 偶数 ， 其 中 1/2 的 


み , ら )。 


ZX 从 


圆 曲 面 是 椭 


ae: fF, 


mn 


大) G1)， 男 外 /2 的 


nm" 


d, + 


d, + 
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极 圆 曲 面 方程 变 为 : 
td, 
因为 ; 


d= YG- ay + 0-6Y + (cg 


d, = yr- a + (一 四 + (テーg げ 


所 以 方程 式 为 : 


La tO-a +t-a + -a + -hy + -ey 


这 与 椭 球 面 方 程 一 致 ， 因 此 定理 3 成立 。 


图 39，3 个 极点 和 3 个 极点 数量 和 坐标 关于 了 轴 和 原点 均 对 称 


图 40，6 个 极点 坐标 关于 了 轴 对 称 ， 但 极点 数量 不 对 称 
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第 6 草 极 圆 曲面 的 扩展 


6.1 因数 极 圆 曲 面 

与 上 忠 线 极 圆 曲 面相 类 似 ， 如 果 曲 面 上 点 Mx， .jy， 到 各 个 极 
点 的 距离 计 入 曲面 方程 的 次 数 不 是 1， 那么 ， 极 圆 曲 面 方 程式 就 
发 生 了 改变 。 

定义 14: 空间 直角 坐标 系 内 ， 一 动 点 到 多 个 定点 万 、 厂 、 
已 .局 距离 与 相应 点 几何 因数 ん 、 ん 、 ん.… ん を .」、 ん を 乘积 后 的 总 
和 为 定 值 9 的 点 的 轨迹 ， 称 为 因数 极 圆 曲 面 。 


因数 极 圆 曲面 方程 : 


= テル ん の オカ キオ ーー オキ を ん コグ の コキ を の, 式 6-1 


た ef+D- 人 が +e-af Te- Pr0- ザ +E-g) 


+ +- 式 62 


d= Yh a 1-5 +(c- 式 6-3 
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式 中 る 、 紀 、 の … ひ の A 面 上 点 巡 アタ 到 
ん る 、 を ん 、 ん を ん …… ん 」、 ん た 分别 是 各 个 极点 
的 几何 因数 ， 点 MX， アア 习 相 对 应 到 各 个 极点 
的 距离 计 入 方程 的 系数 次数 )。C& 及 の dd の の dd 
为 大 于 等 于 0 的 实数 。 


6.2 ”平方 距 极 圆 曲面 《球面 ) 


空间 直角 坐标 系 内 ， 一 动 点 到 多 个 定点 た か 、 選 、 
及 …… 距离 平方 的 和 为 定 值 & 的 点 的 轨迹 ， 称 为 平方 距 极 圆 曲 


平方 距 极 圆 曲 面 方程 : 
ダニ の キダ プリ オーー キダ キダ 式 6-4 


Ss 1 有 4 1 | a (CE 
(af 7+(c- 月 


d= MIG a (» み )+ (z 2) 式 6-6 


式 中 の 、 乙 、 の .…… の 」、 の 分 列 赴 曲面 上 点 4 ア , 习 到 各 
个 极点 的 距离 。 Ex 0 、 の.…… の 」、 の の 为 大 于 等 于 0 的 实数 ， 
平方 距 极 圆 ie 
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6.3 不定 极 圆 曲面 


定义 16: 


万 .… 的 坐标 距离 因 


空间 直角 4 


标 系 内 ， 一 动 点 到 多 个 定点 万 、 乓 、 
子 ， 与 相应 点 数学 因数 乘积 得 到 的 泛 距 离 


参数 ， 这 些 泛 距 离 参 数 的 乘 早 之 和 为 定 值 & 的 点 的 轨迹 ， 称 为 不 


定 极 圆 曲 面 。 
不 定 极 圆 


曲面 方 程 : 


rgPtep-4P rs 用 HAO 和 Ps- 站 趟 6-7 
ra A) ts 


极点 的 x 坐标 数学 因数 ; 
ry /yA 
极点 的 化 标 数 学 因数 ; 
So Si SF lS TS 


极点 的 ?坐标 数学 因数 ， 


7 トブ トク バブ 


个 极点 的 乘 震 ; 
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(テー) …… (r-z) 、 


(r- 2。 是 x 坐标 距离 因子 ; 


10229』 


(2 一 人 Se (一 四 
(CO=-2) ”是 坐标 距离 因子 。 


(=-。)′ ”是 上 坐标 距离 因子 。 


な 、、 右 、 な.。。 ん た 」、 ん 0 的 实数 ; 
AAA、0 ZLz0 的 实数 ; 
S09 $1 S282 S20 的 实数 ; 
か ムカ 実数 ; 
の 为 实数 (就 是 说 极 直 径 & 可 以 是 负 值 ) 
从 方程 和 定义 上 看 ， 由 于 不 定 极 圆 曲面 的 数学 因数 大 于 等 于 
零 ， 因 此 方程 中 不 会 出 现 复 数 情况 。 
从 方程 式 分 析 ， 因 数 极 圆 曲面 、 极 圆 曲 面 、 平 方 距 极 圆 曲面 
是 不 定 极 圆 曲面 的 特例 。 

a) 因数 极 圆 曲面 ; 
因数 极 圆 曲面 的 极点 数学 因数 为 : 
る 、 ん 、 ん を ん.…… ん を.」、 ん 不 等 

4、4、 ん .……/」、/ 不 等 


六 
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但 是 = ん 三 so、 た 4 王 4 三 sr、 た = ん 
ん ,= ム ん =S$, 

极点 的 乘 瑚 为 ; 

カー ムー ムー …… Tn—0.5 


且 , 所 有 概 嘘 の 、 の 、 @......d,=>02 
b) 极 圆 曲 面 : 
极 圆 曲面 的 极点 数学 因数 为 : 


ん ん .… ん 」 デ ん 三 1 
ん デメ デム .…… ん ュー ムル 三 1 

= = …… 11 一 9 一 工 
极点 的 乘 过 为 : 

7 ニカ モカ ーー… 1 二 /二 0.5 


同时 极 圆 曲面 也 是 因数 极 圆 曲 面 的 特例 ， 对 应 的 因数 极 圆 


曲面 极点 数学 因数 为 : 


ん ん .… ん .」 デ ん 三 1 

ん デメ デム .…… ん ュー ムル 三 1 

ぃ ーッ …… ュー ャ ーー1 
的 状态 。 


且 ， 所 有 极 距 の 、 のみ @......d,=>02 
c) 平方 距 概 岡 曲 面 : 


平方 距 极 圆 曲面 的 极点 数学 因数 为 : 


而 王石 三 应 二 ん ん 三 1 

ん デメ デム .…… ん ュー ん 三 1 

= = 1 一 9 一 工 
极点 的 乘 过 为 : 

A 1 


回 
El 


6.4 ” 复 不 定 极 罗 


68 


定义 17: 空间 直角 坐标 系 内 ， 一 动 点 到 多 个 定点 克 、 斥 、 
及 …… 的 自由 办 坐标 距离 因子 ， 与 相应 点 数学 因数 乘积 得 到 的 
泛 距 离 参数 ， 这 些 泛 距 离 参数 的 乘 晕 之 和 为 定 值 4 的 点 的 轨迹 ， 
称 为 复 不 定 极 圆 曲面 。 


复 不 定 极 圆 曲面 方程 : 


A AA tad) tra) 44-8 +s (eo) 


ET +( (ra JRN +/( ア ー ム J +s,(z—-c,) 7 


式 6-9 


CR Cc RD 
m=0 


式 中 : 

RE 分 别 是 各 个 极点 
的 x 坐标 数学 因数 

oN の 分 别 是 各 个 极点 
的 了 坐标 数学 因数 

ee 分 别 是 各 个 极点 
的 了 坐标 数学 因数 ; 

TD TAN A 分 别 是 各 个 极点 
的 乘 震 ; 
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hla + Tag が 是 


泛 距 离 参数 ; 


-2 凡是 x 坐 标 自 由 寡 距 离 因子 ; 


( ゅ 一 0 }y" 、 


(ター ム 47 > 


(ルー 是 了 ア 学 本 自由 絵 距 高 因子 : 


(z- c, 古 堂本 自由 怖 距 高 因子 


RN BG GS hk, 是 x 坐标 距离 因 
子 的 自由 比 ; 

Apo、~ BN Bg ee Ay, 是 坐标 距离 因 
子 的 自由 宫 。 

BR Bs Ras i hz, 是 z 坐标 距 离 因 
子 的 自由 径 。 


其 中 hh、 Bib ks 人 人 7 


n! 


So、S1、S2……S み い 5S み フト ノロ トク ブッ ュ ブッ No ん 


No、 ん Apov BY A .oo 


有 zy、……h2 均 为 任意 实数 (另行 讨 论 这 些 数 为 


虚数 的 情况 )。 


从 方程 和 定义 上 看 ， 复 不 定 极 圆 曲面 会 出 现 复数 的 情况 ， 而 


不 定 极 圆 曲面 是 复 不 定 极 圆 曲面 的 特例 。 
当 复 不 定 极 圆 曲面 的 极点 数学 因数 为 : 
る 、 る 、 ん .…… も 。、 た >0 的 实数 ; 
4、4、Z…。、7>0 的 实数 ; 
So、S1、S2.…..Sp1、S 让 0 的 实数 ; 
极点 的 乘 震 为 ; 
20S ああ sss 万 为 实数 。 


自由 寡 为: 
ho= = = hr 1=,=2 
Vo= 2 = = ,=2 


4 グ 。 デ ルター カル グ 2- = カク ュー カテ / 王 2 


时 ， 复 不 定 极 圆 曲面 就 是 不 定 极 圆 曲面 了 。 
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附录 圆 、 李 圆 与 极 圆 几何 性 质 的 比较 


国 椭 区 极 园 
标准 方程 
中 心 极 点 | 1 个 (圆心 ) | 2 全 (焦点 ) | 1~oo 个 〈 极 点 ) 
- 不 同 的 极 园 有 不 同 的 几何 范围 
r <x さん <x < 
几何 范围 | 
bp <y < 
み 
可 以 看 作 是 4 | 4 个 顶点 不 同 的 极 园 有 不 同 的 顶点 
个 顶点 4 (a, 0) ， 
_ 4 (ん 0) ， A, (- の , 0) ， 
顶 | ん (ん 0, | 0, 
(の 0), | (C6 0) 
あて の 0) 
co 个 对 称 轴 ， | 两 个 方向 对 | 正极 园 至 少 在 两 个 方向 上 是 对 称 ， 
机 对 称 性 任意 一 条 过 | 称 ， 有 两 条 对 | 可 以 有 两 条 以 上 的 对 称 轴 ; 轴 对 称 
到 心 的 直线 | 称 轴 , x 轴 和 yy | 极 园 在 一 个 方向 上 是 对 称 的 , 有 一 
都 是 对 称 轴 箱 条 对 称 轴 ; 非 对 称 极 园 没 有 对 称 轴 
中 心 对 称 | 是 中 心 对 称 | 是 中 心 对 称 | 正极 园 是 中 心 对 称 的 ; 轴 对 称 极 园 
性 的 的 和 非 对 称 极 园 不 是 中 心 对 称 的 
ここ Tt 有 不 同 的 极 园 可 能 有 离心 率 , 也 可 能 


73 


参考 文献 


司 济 大 学 应 用 数学 系 .高 等 数学 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978 年 3 月 
日 EE .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1960 年 9 月 
欧 宣 贵 , 李 文 雅 .空间 解析 几何 .合肥 :中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 
梅 向 明 , 刘 增 贤 , 门 树 慧 .高 等 几何 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1987 年 5 月 
朱德 祥 , 朱 维 宗 .高 等 几何 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1983 年 5 月 


叶 其 孝 , 沈 永 欢 . 实 用 数学 手册 .北京 :科学 出 版 社 ,1992 年 8 月 


后 记 


国 


在 我 的 生活 学 习 过 程 中 , 很 早 就 形成 了 极 圆 的 基本 理论 模式 


于 特殊 的 原因 


没有 能 够 拿 上 
否 已 经 在 现 有 的 理论 体系 中 存在 ， 有 谁 
多 年 了 ， 终 究 没 有 放弃 它 ， 
谦 的 鼓动 下 ， 决 定 将 " 极 圆 "及 “空间 极 圆 


来 。 但 是 ， 一 直 在 证 实 极 


圆 论 点 是 


发 表 过 同类 论点 。 许 多 许 
很 想 寻找 机 会 公开 它 ， 后 来 又 在 王 用 
曲面 "理论 ， 作 为 在 国际 


上 王 锡 哲 和 王 乃 谦 个 人 首先 提出 的 理论 论点 发 表 它 《〈 当 然 ， 如 果 


已 经 有 人 发 表 过 与 此 文 相 同 的 论点 ， 请 明确 指出 ， 我 将 予以 及 时 
纠正 )。 在 发 表 准 备 阶段 ， 进 一 步 补 充 了 一 些 内 容 ， 在 理论 上 扩 


[本 


展 了 范围 ， 并 且 为 今后 的 研究 工作 留 上 
善文 章 内 容 ， 再 出 几 个 定理 


和 有 


上 了 了 空间。 后 续 还 会 不 断 完 
发 展 性 的 论点 的 。 


无 论 极 圆 曲线 的 设想 已 经 经 历 了 多 少年 ， 但 是 对 极 圆 与 极 圆 
面 的 研究 工作 只 是 一 个 开始 ， 不 是 一 个 人 十 年 八 年 就 可 以 完成 
的 ， 也 不 是 一 个 团体 三 年 五 年 就 能 完全 揭示 其 整体 内 容 的， 甚至 
不 是 一 个 国家 的 研究 机 构 可 以 断言 包揽 其 整个 理论 体系 的 。 这 需 
要 许多 科学 工作 者 ， 包 括 国内 外 的 数学 家 、 工 程 师 、 教 师 ， 甚 至 


包括 ! 
极 圆 曲面 ”理论 体系 。 
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染 誰 


学生 , 集合 他 们 的 力量 在 今后 的 几 十 年 里 逐步 完善 " 极 圆 与 


工作 室 
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